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Eksponencijalna funkcija

Testiranje je provedeno tijekom jeseni 2020. Testirani su ucenici trec¢ih razreda gimnazije, a
testiranju je pristupilo 155 ucenika. Test se sastojao od devet pitanja, tri pitanja po razini.
Smatramo da ucenik ne rjeSava zadatke neke razine ako je na testu rijesSio samo jedan zadatak
ili nije rijesio niti jedan zadatak te razine. UCenik rjeSava zadatke neke razine ako je na testu
rijeSio dva ili sva tri zadatka te razine.

Prva razina (vizualna)

Aritmeticko — graficka razina

Pocetna razina razvoja pojma eksponencijalne funkcije. U€enici su svjesni postojanja pojma
eksponencijalne funkcije, ali ne uocavaju specificna svojstva. Prepoznaju osnovnu
eksponencijalnu funkciju zadanu graficki, pravilom pridruzivanja i tabli¢no. Ucenici mogu
rijeima opisati rekurzivno pravilo, primjerice: ,,udvostrucujem prethodni broj da bih dobio
sljede¢i. Koriste osnovni funkcijski jezik, npr. varijabla, vrijednosti funkcije, graf i pravilo
pridruzivanja.
Zadatci u testiranju:
1. Za funkciju f vrijedi: kad se x poveca za jedan vrijednost funkcije poveca se za dva.
Za funkciju g vrijedi: kad se x poveca za jedan vrijednost funkcije poveca se dva puta.

Za svaku od funkcija f i g odredite na osnovu ovog svojstva jesu li linearne, kvadratne ili
eksponencijalne. Odgovor obrazloZite.

2. Koji od grafova prikazuje eksponencijalnu funkciju?
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3. Vrijeme poluraspada neke atomske jezgre iznosi 6 minuta. Broj jezgri u pocetnom trenutku
je Ny. Koliko ¢e se jezgri raspasti nakon 30 minuta? Odgovor obrazlozite.

Rezultati testiranja

Postotak rijeSenosti po zadatcima:

1 zadatak | 41%
2 zadatak | 87%
3 zadatak 4%

Postotak ucenika koji su rijesili 0, 1, 2 ili 3 zadatka

Broj rijeSenih Postotak
zadataka ucenika

11.0%
51.0%
33.5%

4.5%

W I|N [k O

Komentar i analiza

Za prvi zadatak smatramo da je netipi¢an za nasu nastavnu praksu te ga ne rjeSava 59%
ucenika. No, drugi je zadatak prepoznavanje oblika grafa eksponencijalne funkcije Sto se
sigurno radi u nastavi, a ipak taj zadatak ne rjeSava 13% ucenika. Treci je zadatak ucenicima
bio izrazito tezak, a moguce je objas$njenje da ucenici nisu znali ili razumjeli znacenje pojma
vrijeme poluraspada. Smatramo ipak da je taj zadatak na prvoj razini jer ga je moguce rijesiti
rekurzivno, bez eksplicitne formule. No, bez obzira na tezZinu tog zadatka, 62% ucenika
rjeSava samo jedan ili niti jedan zadatak ove razine pa smatramo da ne rjeSava zadatke prve
razine, dok za 38% ucdenika smatramo da rjesava zadatke prve razine. Cak 11% udenika ne
rjeSava niti jedan zadatak ove razine.

Druga razina (operacijska)

Graficko — algebarska razina

Ucenici poznaju osnovne pojmove (npr. asimptota grafa, presjek s osi y) i svojstva (npr.
monotonost). Ucenici su upoznati, ne samo s osnovnom eksponencijalnom funkcijom, ve¢ i s
eksponencijalnim funkcijama, ¢iji se grafovi dobiju transformacijom grafa osnovne
eksponencijalne funkcije i u moguénosti su ih koristiti. Na ovoj razini se jo§ ne uspostavlja veza
medu pojmovima i svojstvima. Obzirom da se radi o operacijskoj razini koja se ocituje
prelaskom na simbolic¢ki prikaz, ucenici su u mogucnosti izvesti standardne proceduralne
zadatke, ukljuc¢ujuci prevodenje funkcije iz zadanog prikaza u trazeni.
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Zadatci u testiranju:

X
1. Odredite tri uredena para koji pripadaju grafu funkcije f(x) = G) i nacrtajte graf

funkcije f.
2. Naslici je graf eksponencijalne funkcije f. Nacrtajte graf funkcije g(x) = f(x) + 3.

\

3. Automobil gubi na vrijednosti 10% godisSnje. Pocetna je vrijednost automobila 30 000 kn.
Zapisite pravilo pridruzivanja C(t) ako je C(t) vrijednost automobila u kunama nakon t
godina.

Rezultati testiranja

Postotak rijeSenosti po zadatcima:

1 zadatak | 82%
2 zadatak | 76%
3 zadatak | 37%

Postotak ucenika koji su rijesili 0, 1, 2 ili 3 zadatka

Broj rijeSenih Postotak
zadataka ucenika

11.0%
11.0%
42.6%
35.4%

w N = O

Komentar i analiza

Prvi 1 drugi zadatak uobicajeni su u nasSoj nastavnoj praksi te ih ucenici bolje rjeSavaju. Ipak
mozemo uociti da drugi zadatak koji podrazumijeva transformacije grafa ne rjeSava 24%
ucenika. Treci je zadatak zadatak primjene te je daleko losSije rijeSen. Na ovoj razini 22%
ucenika rjeSava samo jedan ili niti jedan pa smatramo da ne rjeSavaju zadatke druge razine,
dok za 78% ucenika smatramo da rjeSavaju zadatke druge razine. Cak 11% ucenika ne rjeava
niti jedan zadatak ove razine.
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Treéa razina (manipulacijsko-generalizacijska)
Algebarsko — geometrijska razina

Ucenici uspostavljaju vezu medu svojstvima eksponencijalne funkcije. Promatraju
eksponencijalnu funkciju kao objekt, radi ¢ega su u moguénosti uocavati i primjenjivati
svojstva poput utjecaja koeficijenata na izgled grafa funkcije te transformacije grafa. Ucenici
koriste neformalnu dedukciju prilikom odabira i obrazlaganja koraka u procesu rjesavanja
matematiCkog problema. U mogucénosti su izloziti smislenu definiciju funkcije 1 povezati je s
karakteristicnom eksponencijalnom promjenom.

Zadatci u testiranju:

1. Naslici je prikazan graf eksponencijalne funkcije f. Popunite tablicu:

f
(1,4)
(_1v 1)

X f(x)

—2

—1

0 2

1

2

3

t

2. Za eksponencijalnu funkciju f vrijedi £(3) < f(1), f(—2) = 16. Sto vrijedi za realne
brojeve x za koje je f(x) > 16? Odgovor obrazloZite.
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3. Imate na raspolaganju sljede¢e dvije opcije ulaganja:

Opcijal: Prvog dana pocinjete s kovanicom od 1 kune. Taj se iznos udvostrucuje
sljedeci dan, pa se dobiveni iznos opet udvostrucuje sljedeéi dan.

Opcija 2: Prvog dana pocinjete s 1 000 kuna. Taj iznos se povecava za 1 000 kuna svaki
sljedeci dan.

Usporedite opcije ulaganja. Odgovor obrazlozite koriste¢i matematicke argumente
(formule, grafove, jednadzbe).

Rezultati testiranja

Postotak rijeSenosti po zadatcima:

1 zadatak | 43%
2 zadatak | 47%
3 zadatak | 42%

Postotak ucenika koji su rijesili 0, 1, 2 ili 3 zadatka

Broj rijeSenih Postotak
zadataka ucenika

22.6%
34.2%
25.2%
18.0%
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Komentar i analiza

Na ovoj su razini nema vecih odstupanja u pojedina¢nim postotcima rijeSenosti po zadatcima
pa mozemo reci da su svi zadatci ove razine uc¢enicima bili podjednako teski. 56.8% ucenika
rjeSava samo jedan ili niti jedan zadatak pa smatramo da ne rjeSavaju zadatke trece razine,
dok za 43.2% uéenika smatramo da rje3avaju zadatke trece razine. Cak 22.6% ucenika ne
rjeSava niti jedan zadatak ove razine.

Zaklju¢ni komentar

Postotci ucenika koji rjeSavaju pojedine razine su 38% za prvu, 78% drugu 1 43.2% trecu
razinu. Iz toga je vidljivo da su u€enicima zadatci prve razine tezi od zadataka druge pa Cak 1
trece razine. Jedno moguce objasnjenje te anomalije je u redoslijedu poucavanja vezano uz
eksponencijalnu funkciju. Geometrijski niz, koji predstavlja restrikciju eksponencijalne
funkcije na skup prirodnih brojeva i koji bi kao diskretni model trebao prethoditi
kontinuiranom slucaju poucava se kasnije, tek u ¢etvrtom razredu. Neke od zadataka na prvoj
razini mozemo rijesiti pomocu diskretnog modela i rekurzivno. Stoga smatramo da je pri
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uvodenju eksponencijalne funkcije potrebno viSe vremena posvetiti upravo ovim svojstvima

eksponencijalne funkcije. Primjeri zadataka mogu biti:

1. Usporedite tablice Ai B:

Tablica A Tablica B

x f(x) x a(x)
0 0 0 1
1 3 1 3
2 6 2 0
3 Q 3 27
4 12 4 81
5 15 5 243

a) Koja tablica opisuje linearnu funkciju?
b) Koja tablica opisuje eksponencijalnu funkciju?
c¢) Kako biste opisali razliku izmedu linearne i1 eksponencijalne funkcije sluzeci se
tablicama?
2. Potencirajte 2 zadanim brojem i prikazite pridruzivanje na brojevnim pravcima.

(FIp
e
=

N

3. Ana je u nedjelju u 8 sati ujutro stavila u kasicu 1 kunu i svaki dan u isto vrijeme stavlja
dvostruko viSe kuna nego prethodnoga dana. Koliko ¢e kuna imati u kasici sljedece nedjelje u
podne?

Mozemo uoditi da je tre¢i zadatak u svakoj razini najslabije rijeSen. To Su zadatci primjene u
realnom kontekstu za svaku od razina. U svakoj je razini moguce zadati zadatke primjene koji
se odnose na tu razinu:

Prva razina:
- Rekurzivno (bez pravila pridruzivanja): koli¢ina se udvostrucuje, smanjuje se za 30%;
- Aktivnosti oc¢itavanja podataka iz tablica pridruZenih vrijednosti i grafa;
- Aktivnosti izraCunavanja vrijednosti kad je funkcija zadana pravilom pridruzivanja.

Primjer zadatka
Broj korisnika neke aplikacije utrostrucuje se svaki tjedan. Ako je na pocetku bilo 10

korisnika, koliko ¢e korisnika biti nakon Cetiri tjedna?

Druga razina:

- Prevodenje rekurzivnog pravila zadanog opisno u pravilo pridruzivanja f (X) =a’;
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- Interpretacija koeficijenata u pravilu pridruzivanja f (x)=N,a".

Primjer zadatka:

Sara se odlucila stedjeti. Na pocetku ima 10 eura. Njezina baka

je pristala pomoc¢i u Stednji. Ona ¢e kroz 6 mjeseci svaki mjesec Podetak 10

. y . Yo . . . M; 1
Sarinu ustedevinu udvostruciti. Ispunite tablicu kako biste ].ESEC
. . . . . , .. Mjesec 2
prikazali kako se Sarina uStedevina povecava svaki mjesec. .
Mijesec 3

a) Odredite pravilo (opisno, rije¢ima) ili formulu (koriste¢i

simbole) po kojem se moZe odrediti koliko novca Sara moze Mjesec 4

ustedjeti u 12. mjesecu ako uvjeri svoju baku da nastavi Mjesec 5

toliko dugo sudjelovati u Stednji. Mjesec 6

b) Odredite opce pravilo pomocu kojeg Sara moze odrediti
koliko novca ¢e ustedjeti nakon x mjeseci.

Treca razina
- Interpretacija koeficijenata u pravilu pridruZzivanja f (X) =N, a™ + Yo
- Aktivnosti modeliranja eksponencijalnom funkcijom.
Primjer zadatka:

Dvije Salice vrucega caja temperature 100°C Zelimo ohladiti na temperaturu pogodnu za
konzumiranje. Jednu Salicu stavimo u hladnjak, a drugu ostavimo na sobnoj temperaturi.
Grafovi A 1 B prikazuju ovisnost temperature ¢aja T 0 proteklom vremenu t.

A B
T(°C) T(C)
(1,97)
(1,96)
25
L 4
Lo
0]1 t(min) 01 t(min)

a) Koji graf prikazuje hladenje ¢aja na sobnoj temperaturi?

b) Ako je za pice pogodna temperatura od 50°C, hoce li se neka od Salica ¢aja ohladiti za
5 minuta?

C) Moze li temperatura ¢aja u hladnjaku pasti ispod 2°C?

Obrazlozite odgovore!



