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Rijec, dvije skolnicimai ...

Sadrzaj i kolicina vremena rada u razredu:

Kada kruznica nije kruznica? 10 10
Kontrukcija pribadacama i konopcem 40 - 50 35
Konstrukecija koncentri¢nih kruznica 50 60 45
Konstrukcija presavijene kruznice 70 - 80 60
Konstrukecija sukladnih trokuta 30 40 40
Stolarska konstrukcija 70 - 80 45
Dannyjeva elipsa 60 - 70 45
Uvod u parabolu 60 - 70 45
Konstrukcija presavijenog pravokutnika 70 - 80 45
Konstrukecija kruznice koja se siri 40 - 70 45
Uvod u hiperbolu 30 - 40 45
Konstrukecija koncentri¢nih kruznica 50 - 60 45
Problem goruceg satora 70 - 80 45
Problem bazena 50 - 60 45

U knjizi Davida Segena iz 1898. godine: Geometrija za vise razrede srednjih ucilista,
koju je izdala Kraljevska Hrvatsko-Slavonska zemaljska vlada u Zagrebu, a koja je bila
sluzbeni udzbenik u Hrvatskoj u dijelu Analiticka geometrija (str. 272. - 339.) u tre¢em
i cetvrtom poglavlju je naznaceno sljedece.

II1. O kruznici
73. Jednadzba kruznice

74. Zadaée o kruznici

IV. O sjekotinama ¢una
75. Elipsa

76. Hiperbola
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77. Parabola

78. Zajednicko promatranje elipse, hiperbole i parabole
79. Pravac i krivulja

80. Tangente i normale krivulja

81. Zadace o tangentama i normalama

Godine 2025. iz kurikula srednjih skola su izbacene konike, a u gimnazijskom
kurikulu su ostale konike samo ako u tre¢em razredu ucenici imaju 4 i vise sati nastave
matematike.

Nakon 130 godina poucavanja konika hrvatsko skolstvo je Sutke odustalo od ovog
vrlo vaznog matematickog sadrzaja.

Ova knjiga nudi nastavnicima i ucenicima suvremeni pristup konikama pomocéu
uporabe softvera Sketchpad.

U ovoj smo knjizi ostavili naziv ekscentricitet iako smatramo da je bolji naziv eks-
centricnost.

Americke izvorne oznake smo lokalizirali. Tako je duzina AB oznacena s AB a
njezina duljina s |AB] iliti udaljenost to¢aka A i B s |AB|. Pravac definiran s tockama
A1 B oznacava se kao i u izvornoj knjizi s AB.

nikol.radovic@geof.unizg.hr

petar.mladinicl@zg.ht.hr



Lista Sketchpadovih dokumenata

Svi dokumenti (sketchevi) Sketchpada za Istrazivanje konusnih presjeka s Geome-
ter’s Sketchpadom dostupni su za preuzimanje na mrezi.

e https://sketchpad.keycurriculum.com/KeyModules/index.html
e Prijavite se pomoc¢u svog Key Online rac¢una ili stvorite novi ra¢un i prijavite se.
e Unesite ovaj pristupni kod: ECSHS633

e Pojavit ¢e se gumb Preuzmite datoteke. Kliknite za preuzimanje komprimirane
(.zip) mape svih sketcha za ovu knjigu.

Mapa za preuzimanje sadrzi sve sketcheve koje su vam potrebne za ovu knjigu,
organizirane po poglavljima i aktivnostima. Za otvaranje sketcheva potreban je soft-
ver Geometer’s Sketchpad verzija 5 tj. datoteke ili crtezi mogu se otvoriti ako ste u
programu, za razliku od doc ili pdf datoteka koje se mogu otvoriti klikanjem na samu
datoteku.

Preuzmite datoteke za Geometer’ Sketchpad (englesku verziju) na:

https://dynamicmathematicslearning.com/free-download-sketchpad.html

Za hrvatske potrebe mozete skinuti lokaliziranu hrvatsku verziju Sketchpada

GSP 5.03HR na adresi www.huni.hr/sketchpad/ u 2. redu mape Sketchpad pod
nazivom: Sketchpad aplikacija na hrvatskom jeziku.

Gsp datoteke na hrvatskom jeziku koje su sastavni dio ove knjige (i prijevod su
engleskih gsp datoteka) nalaze se na www.huni.hr u mapi DOKUMENTI.

U treé¢em retku je naznacen Dodatak - dodatni materijali za knjigu ”Je li
demokracija fer?”.

Kad se ucita ovaj Dodatak otvara se nova mapa DODATAK koju se treba ucitati
s DropBox kako bi se ucitale sketchpadove datoteke priredene za rad s knjigom.
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Uvod

Na pocetku priznanje: Kao studentu, konike nisu bile na mom popisu omiljenih
srednjoskolskih tema.

Standardni udzbenicki prikazi elipse, parabole i hiperbole ¢inili su se neinspira-
tivnim. Postojale su neuredne algebarske jednadzbe s viSestrukim kvadratnim korijen-
ima. Bilo je puno terminologije. Crtanje konike znacilo je crtanje nekoliko tocaka na
milimetarskom papiru i njihovo povezivanje u "klimavu” krivulju.

Konike nisu bile tema mojih razmisljanja sve do trenutka upoznavanja Davida Den-
nisa, tadasnjeg kolegu studenta matematickog obrazovanja na Sveucilistu Cornell.

David se zivo zanimao za podrijetlo uredaja za crtanje krivulja. Jedna povi-
jesna osoba ga je posebno zaintrigirala: Frans van Schooten (1615.-1660.), nizozemski
matematicar ¢iji su prijevod i komentar Descartesove znacajne rasprave, La Géométrie,
doveli do popularizacije Kartezijeve geometrije.

Descartesova knjiga bila je dostupna u knjizarama, ali van Schootenovo djelo, Fz-
ercitationum Mathematicorum, Liber IV, Organica Conicarum Sectionum in Plano De-
scriptione (Traktat o uredajima za crtanje konika)*, ostalo je skriveno u zbirkama ri-
jetkih knjiga. Sre¢om, Cornellova Krochova knjiznica imala je primjerak. David je sam
otisao u knjiznicu pogledati taj primjerak.

Kad se vratio iz knjiznice, David je jedva suzdrzavao svoj entuzijazam. ”Idi i sam
se uvjeri.”, rekao je. "To je stvarno nesto.”

Moj posjet knjiznici potvrdio je Davidova otkri¢a. U van Schootenovoj knjizi nalazili
su se crtezi uredaja pomocu koji je mogucée nacrtati konike. Ilustracije su bile izvrsne,
s umjetnickim ukrasima koji su krasili mnoge od njih.

Promatranje van Schootenovih uredaja za crtanje krivulja rasprsilo je svaku ideju
da su matematicke manipulacije moderni izum. Van Schooten nas je sve preduhitrio
prije vise od 350 godina.

e \_:

Anillustration from the title page of van Schooten’s book

Dok sam prelistavao van Schootenovu knjigu, pitao sam se mogu li njegove ideje

!Besplatna online verzija van Schootenove knjige dostupna je na web stranici European Cultural
Heritage Online i na Universitatsbibliothek der Humboldt-Universitat zu Berlin.
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prona¢i put u danasnje ucionice matematike. Njegovi modeli, sastoje se od Sarki i
ravnala s prorezima, nisu uvijek bili jednostavni za izradu. Kako bi ih ucenici mogli
ponoviti?

Veliki broj odgovora dobiven je primjenom Sketchpada.

Iako nista ne moze zamijeniti iskustvo rada s fizickim modelom, simulacije mod-
elirane u Sketchpadu su vrlo blizu toga. Zapravo, Sketchpad u nekim aspektima
nadmasuje van Schootena, omogucavajuc¢i ucenicima da mijenjanjem parametara u
bilo kojem od modela odmah vide uc¢inak na krivulju.

Sve aktivnosti ove knjige ne potjecu od van Schootenovog uredaja, ali svima je
zajednicko da je postupak "izrade ” (crtanja) krivulje jednako vazan kao i sama krivulja.

Prilagodavanje aktivnosti

Na pocetku svakog poglavlja dane su smjernice ili upute o tome sto je cilj, gdje se
primjenjuje, koraci . ..

Ako vas ne zanima izrada fizickih uredaja, prijedite na odgovarajuce Sketchpadove
modele. Oni se mogu izraditi od pocetka ili otvoriti unaprijed pripremljne modele Sto
je opisano na stranici iv. Ako zZelite razumjeti zasto razliciti uredaji za crtanje krivulja
funkcioniraju, mozete slijediti savjete ili sami precrtati kako biste stvorili originalan
dokaz. Mozete dovrsiti cijeli odjeljak aktivnosti s elipsom ili odabrati skup medusobno
povezanih aktivnosti koje obuhvac¢aju sve tri konike.

Bilo koji od ovih izbora mogao bi biti razuman izbor za vase potrebe.

Konike c¢ine sredisnji dio ove knjige, ali nisu jedina matematika koja se proucava.
Pitanja sukladnosti, sli¢cnosti, Pitagorinog poucka, trigonometrije i geometrijske opti-
mizacije prirodno se javljaju tijekom proucavanja elipse, parabole i hiperbole.

Ova knjiga predstavlja spoj manipulacija 17. stoljec¢a s tehnologijom 21. stoljeca.
Uzivajte u partnerstvu.

Zahvale

Iz prethodnog uvoda jasno je da ova knjiga ne bi postojala bez Davida Dennisa. Njegov
entuzijazam i poznavanje podrucja neizmjerno su doprinijeli sadrzaju ove knjige.

Al Cuoco i E. Paul Goldenberg iz Education Development Center, Inc. (Centra za
razvoj obrazovanja) imali su pametnu ideju koristiti elipse za geometrijsko rjesavanje
optimizacijskih problema. Optimizacijski materijal u ovoj knjizi crpi se iz njihovog
poglavlja ”Dynamic Geometry as a Bridge from Euclidean Geometry to Analysis”
(" Dinamicka geometrija kao most od euklidske geometrije do analize”) u knjizi Geom-
etry Turned On (Geometrija ukljucena), Matematical Association of America, 1997.



Korica X

Nick Jackiw predlozio je nekoliko sketcheva u ovoj knjizi. ‘
Datoteka Romb.gsp je i temelj uredaja koji je Nick Jackiw izgradio za crtanje Q\g
parabole. Prikazani su na slici.

E

| RN

Bill Finzer bio je moj urednik za prvo izdanje ove knjige. Njegovo stru¢no vodstvo
postavilo je temelje za ovo revidirano i prosireno izdanje. Kao moj novi urednik Steven
Chanan pronasao je nacine da usmjeri materijal o konikama u novim smjerovima. Ovo
je puno bolja knjiga zbog njegovog truda.

Despina Stylianou i Beth Porter dale su vrijedne povratne informacije o poc¢etnom
nacrtu ovih materijala.

Na kraju, zahvaljujem svojim studentima poslijediplomskog studija Sveucilista u
New Yorku na pomodi u testiranju ovih aktivnosti.
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Naredbe Sketchpada i precaci

U nastavku su navedene neke uobicajene radnje Sketchpada koristene u ovoj knjizi.
S vremenom Ce vam ove operacije postati poznate, ali isprva ¢ete mozda htjeti imati

ovaj popis pri ruci.
Za izradu novog sketcha

Odaberite Novi sketch u izborniku Da-
toteka.

Za zatvaranje sketcha

Odaberite Zatvorite u izborniku Datoteka.
Ili kliknite u okvir za zatvaranje u gornjem
desnom (Windows) kutu sketcha.

Za ponistavanje ili ponavljanje ne-
davne radnje

Odaberite Ponistite u  izborniku
Uredivanje. Mozete ponistiti onoliko ko-
raka koliko zelite, sve do stanja u kojem je
vas sketch bio prilikom zadnjeg otvaranja.
Za ponavljanje odaberite Ponovite u
izborniku Uredivanje.

Za ponistavanje odabira svega

Kliknite na bilo koje prazno podrucje
sketcha alatom sa strjelicom ili pritisnite
Esc dok se odabir objekata ne ponisti.
Ucinite to prije odabira potrebnih za
naredbu kako ne bi bili ukljuc¢eni dodatni
objekti. Da biste ponistili odabir jednog
objekta, a pritom zadrzali sve ostale ob-
jekte odabranima, kliknite na njega alatom
sa strjelicom.

Za prikaz ili skrivanje oznake
Postavite prst iz Alata za tekst iznad ob-
jekta i kliknite. Prst ¢e pocrniti kada je

ispravno postavljen za prikaz ili skrivanje
oznake.

Za promjenu oznake
Postavite prst iz Alata za tekst iznad oz-

nake i dvaput kliknite. Slovo ”A” ¢e se po-
javiti u ruci kada je ispravno postavljena.

Za promjenu Sirine ili boje objekta

Odaberite objekt i odaberite odgovarajuci
podizbornik u izborniku Zaslon.

Za skrivanje objekta

Odaberite objekt i odaberite Sakrijte u
izborniku Zaslon.

Za konstruiranje polovista duzine

Odaberite duzinu i odaberite Poloviste u
izborniku Konstrukecije.
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Za konstruiranje usporednog pravca

Odaberite ravni objekt kojem d¢e mnovi
pravac biti usporedan i tocku kroz koju
¢e prolaziti. Zatim odaberite Paralela u
izborniku Konstrukecije.

Za konstruiranje okomitog pravca

Odaberite ravni objekt kojem d¢e novi
pravac biti okomit i tocku kroz koju
¢e prolaziti. Zatim odaberite Okomica u
izborniku Konstrukecije.

Za zrcaliti tocku (ili drugi objekt)

Dvaput kliknite na bilo koji ravni objekt
ili ga odaberite i odaberite Zrcalite. Zatim

Precaci na tipkovnici

odaberite tocku (ili drugi objekt) i odabe-
rite Zrcalite u izborniku Transformacije.

Za trasiranje objekta

Odaberite objekt i odaberite Trag u
izborniku Zaslon. Ucinite isto da biste
iskljucili trasiranje. (Ako zelite da tragovi
blijede, oznacite Izblijedivanje tragova vre-
menski na plo¢i Boja u Uredivanje u
Postavke.)

Za koristenje kalkulatora
Odaberite Racunalo u izborniku Broj. Da

biste unijeli mjeru u racunalo, kliknite na
samu mjeru u sketchu.

H Naredba ‘ Precac H H Naredba \ Precac H
Ponisti Ctrl+-Z Animirajte/Pauzirajte | Ctrl+
Ponovi Ctrl+R Povecajte brzinu Ctrl+ |
Odaberi sve Ctrl+A Smanjite brzinu Ctrl+ |
Svojstva Alt+7? Poloviste Alt+M
Sakrijte objekte Ctrl+H Presjek Ctrl+1
Prikazite/Sakrijte oznake | Ctrl4+K Segment Ctrl+L
Tragovi objekata Ctrl+T Unutarnjost poligona | Ctrl4+P
Brisanje tragova Ctrl+B [zracunati Ctrl+ =

| Akcija | Precac
Povlacenje pomicanja Alt+drag

Prikaz kontekstnog izbornika

right-click

Navigacija Alatnim okvirom

Shift+arrow keys

Odaberite strjelicu, ponistite odabir
objekata, zaustavite animacije,
izbrisite tragove

Esc (escape key)

premjesti odabrane objekte za
1 piksel

—,1,—,] keys
(drzite pritisnuto za kontinuirano pomicanje)
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1. Elipsa

Izvornik crteza je knjiga iz 1656. godine
Frans van Shooten: Exercitationum Mathematicorum, Liber IV,
Organica Conicarum Sectionum in Plano Descriptione
(Traktat o uredajima za crtanje konika)
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Elipsa

Pregled poglavlja

Od svih konusnih presjeka, elipsa je najcesca.
Bilo koja kruznica, gledan pod kutom neke
veli¢ine (manji od pravoga), izgleda elipti¢no.
Nagnite ¢asu i voda duz povrsine ocrtava elipsu.
Postavite loptu na pod i usmjerite pod kutom
snop svjetlosti na nju odozgo - lopta ¢e bacati
elipti¢nu sjenu na pod. Prerezite stozac pod ku-
tom s jedne strane na drugu (sijece konturne
izvodnice stosca, kao $to je prikazano na slici).
Presjek je elipsa. (To objasnjava zasto se elipsa
kvalificira kao konusni presjek.) Orbite planeta
prate elipse. Kometi u stalnoj orbiti oko Sunca
slijede elipticne putanje. Kada ravnina sijece
samo jedan od dva stosca koji ¢ine dvostruki
stozac, rezultat je kruznica ili elipsa. Ako je rez
okomit na os dvostrukog stosca (konusa), rezul-
tat je kruznica; inace je to elipsa.

Kada ravnina sijece samo jedan od
dva stosca koji tvore dvostruki stoZac,
rezultat je kruznica ili elipsa. Ako je
rez okomit ma os dvostrukog stosca,
rezultat je kruznica; inace je to elipsa.

Materijali u ovom poglavlju mogu se podijeliti u tri opée kategorije:

e Aktivnosti I.-IV. uvode osnovnu terminologiju elipse (zarisne tocke, glavne i
sporedne osi, ekscentri¢nost) i uobicajene tehnike konstrukcije elipse (na papiru

i pomoc¢u Sketchpada).

e Aktivnosti V. i VI. prikazuju ili daju dvije manje poznate konstrukcije koje se
pozivaju na klasi¢nu definiciju elipsa za svoje dokaze.

e Konstrukcije u aktivnostima VII. i VIII. isticu algebarske dokaze.

Ukupno je u ovom poglavlju dano trinaest razli¢itih konstrukcija elipse koje mozete
isprobati u samostalnom crtanju. Otvorite sketch Ellipse Tour.gsp za pregled.

I. Pocetak rada: Kada kruznica nije kruznica?

Upoznajte se s elipsama dok se srediste kruznice u Sketchpadovom modelu dijeli na
dvije tocke, dva zarista. Zapocnite svoja istrazivanja elipse ovdje.

II. Konstrukcije s pribadacama i konopcem

Zamahnite konopcem (doslovno!) da biste nacrtali elipsu. Zatim upotrijebite Sketch-
padov model za formuliranje klasi¢ne definicije elipse.
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I11. Konstrukcija elipse koncentriénim kruznicama

Dvije koncentricne kruznice su temelj ili osnova konstrukcije elipse primjenom

Sketchpada.
IV. Neki odnosi elipse

Istrazite unaprijed izgradeni Sketchpadov model kako biste otkrili algebarske i
geometrijske odnose izmedu glavne osi elipse, sporedne osi, zarisSne duljine i ekscen-
tricnosti.

V. Konstrukcija presavijenim kruznicama

Promatrajte nastanak elipse presavijanjem i rasklapanjem papira u obliku kruga.
Modelirajte postupak pomocu Sketchpada kako biste otkrili temeljnu matematiku.

VI. Konstrukcija sukladnih trokuta

Par sukladnih trokuta su temelj ili osnova ove neobi¢ne konstrukcije elipse pomocu
Sketchpada.

VII. Stolarska konstrukcija
Zasucite rukave dok gradite stolarski elipsograf s ravnalom, a zatim sa Sketchpadom.
VIII. Dannyjeva elipsa

Srednjoskolac Danny Vizcaino znao je da mora postojati bolji nacin za konstrukciju
elipse pomoc¢u Sketchpada. Bio je u pravu. Proc¢itajte sve o tome!

IX. Projekti elipse

Zaokruzite poglavlje s nekoliko primamljivih izleta elipsom.



Elipsa 7

Pocetak: Kada kruznica nije kruznica?

Na slici je kruznica sa sredistem u tocki C.

Zamislite da se srediSte kruznice razdvoji na dvije tocke, F} i F,. Udaljavanjem
tocaka F} i Fy kruznica se deformira kako bi prilagodila ova dva sredista. Kruznica
postaje elipsa. Kruznica je sada elipsa.

Tocke F} i Fy imaju posebna imena. Zovu se zarista ili fokusi elipse.

Otvorite sketch Rastezanje.gsp u mapi Elipsa - aktivnosti. Vidjet ¢ete kruznicu
. ili je to mozda? Pomicite srediste kruznice i promatrajte sto se dogada.

Kruznice crtamo pomocu Sestara. Ali kako mozemo crtati elipse?

Aktivnost s pribadacama i konopcem koja slijedi nudi jednu moguénost.
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Konstrukcije s pribadacama i konopcem  Ime(na):

Elipsu je moguée konstruirati/nacrtati na razlic¢ite nacine, ali mozda najpoznatija
metoda ukljuc¢uje samo dvije pribadace i komad konopca. Primjenom ovih materijala

rucno ¢ete nacrtati elipsu. U sljede¢oj aktivnosti modelirat ¢ete slicni postupak pomocéu
Sketchpada.

Izrada fizickog modela

Potreban materijal: Trebat ce vam komad
konopca, dvije pribadace, ploca
od pluta, veliki list papira i olovka.

1.

Na plocu od pluta stavite papir i
ucvrstite ga dvjema pribadacama.
Zatim zavezite svaki kraj konopca na
pribadacu.

Odaberite bilo koja mjesta za igle, ali Iz Sive de Organica Conicarum Sec-
pazite da je njihova udaljenost manja tionum in Plano Descriptione, Tracta-
od duljine konopa tako da konop ne tus nizozemskog matematicara Fransa van
bude rastegnut. Schootena, 1646.

. Zategnite konopac olovkom. Pazite da konopac bude blizu vrha olovke.

. Drzeci konac zategnutim, olovka ostavlja trag, crta oko zarisnih tocaka, pustajuci

da vrh olovke oznacava njezin put. Mozda ¢ete morati promijeniti polozaj olovke
kako biste nacrtali cijelu krivulju.

Pitanja

P1

P2

P3

P4

P5

P6

Koje simetrije vidite na nacrtanoj elipsi? Nacrtajte sliku kako biste ilustrirali sve
osi simetrije.

Pomaknite krajeve konopca tako da su udaljeni jedan od drugoga. Ponovno nacr-
tajte elipsu i usporedite njezin oblik s oblikom vase izvorne krivulje.

Priblizite krajeve konopca. Ponovno nacrtajte elipsu i usporedite njezin oblik s
oblikom vase izvorne krivulje.

Pretpostavimo da pomaknete krajeve konca toliko daleko jedan od drugoga da
je konac potpuno ispruzen i zategnut. Koju ¢e "krivulju” nacrtati vasa olovka?

Pretpostavimo da oba kraja konca pri¢vrstite na istu pribadacu. Koju ¢e krivulju
nacrtati vasa olovka?

Pretpostavimo da prijatelj zeli nacrtati elipsu identi¢nu vasoj. Koja dva podatka
biste mu trebali dati kako bi se to moglo uciniti?
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P7 Sa svakom elipsom povezana su dva vazna elementa: glavna os i sporedna os. U
svakoj od sljedecih ilustracija, duzina AB je glavna os, duzina C'D je sporedna
os, a I i Fy su zarisne tocke.

A /ﬁ\s a
.,

Na temelju ovih slika napisite svoju definiciju glavne i sporedne osi.

P8 Ne koristeé¢i ikakva pomagala, kako biste mogli odrediti glavnu i sporednu os
elipse koja je izrezana iz papira?

Otkrijte uljeza

Otvorite sketch Tocke.gsp u mapi Elipsa - aktivnosti. Vidjet ¢ete dva zarista,
Fy i Fy, nevidljive elipse i tri tocke, A, B i C'. Elipsa prolazi kroz totno dvije od
ove tri tocke. Koje? Koristite Sketchpadove alate za mjerenje i izracun kako biste
otkrili uljeza.

P9 Koja tocka ne lezi na elipsi? Objasnite kako to mozete utvrditi.

P10 Dovrsite ovu recenicu bez spominjanja pribadaca ili uzeta:

Elipsa! je skup svih tocaka P takav da je sljedeé¢a vrijednost konstantna za sve
polozaje tocke P:

Istrazite vise

1. Otvorite sketch Parametarske elipse.gsp (mapa Elipsa - aktivnosti) da biste
vidjeli elipse konstruirane pomoc¢u Sketchpadovog parametarskog bojanja.
2. Evo definicije nove krivulje sli¢ne elipsi:

Skup totaka P takvih da je |PA| + |PB| + |PC| konstantan za tri fiksne
totke, A,B i C.

LOvo je definicija elipse.
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Otvorite sketch Nova krivulja.gsp (mapa Elipsa - aktivnosti) da biste vidjeli
kako se takva krivulja moze konstruirati pomocu Sketchpadove parametarske
znacajke bojanja.

Konstrukcije koncentricnih kruznica Ime(na):

Kruznice koje su koncentri¢ne imaju isto srediste. U ovoj aktivnosti koristit ¢ete dva
skupa koncentri¢nih kruznica za rucno (klasicno) crtanje elipse. Zatim ¢ete prenijeti
opisani postupak u Sketchpad kako biste nacrtali elipsu ¢iji se oblik i veli¢ina mogu
prilagoditi jednostavnim pomicanjem tocaka.

Crtanje elipsa ruc¢no

Na slici su prikazana dva skupa koncentri¢nih kruznica. Jedan skup kruznica je sa
sredistem u tocki Fi, a drugi u tocki Fy. Za svaki skup, polumjeri kruznica poveéavaju
se za 1, od 1 jedinice sve do 6 jedinica.

Tocke F i F5 su zarista beskonacnog broja elipsa, ali nas zanimaju samo dvije: ona
koja sadrze tocku A, odnosno tocku B.

P1 Koliko su jedinica udaljene tocke A i F}? Koliko su jedinica udaljene tocke A i
F57 Kolika je numericka vrijednost |AFy| + |AF3|?

P2 Pronadite i oznacite barem sedam toc¢aka koje se nalaze na elipsi? tockom A.
Objasnite kako ste ih pronasli.

P3 Pronadite i oznacite barem sedam novih toc¢aka tockom B: (Tocke oznacite dru-
gom bojom). (Koristite kemijsku olovku druge boje ako je moguée.) Objasnite
kako ste nacrtali.

P4 Koristeéi tocke koje ste pronasli kao smjernice, nacrtajte dvije elipse.

2Zapamtite: Elipsa je skup tocaka P takvih da je |PFy| + |PF»| konstantan.
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Konstrukcija modela pomoc¢u Sketchpada

Sada kada ste ru¢no nacrtali nekoliko elipsa, vrijeme je da konstruirate dinamicku:
elipsu koja mijenja oblik kako se pomicu zadani elementi.

Slijedite navedene korake za konstrukciju elipse pomoc¢u Sketchpada. Dok crtate,
razmislite o tome kako se ova metoda razlikuje u odnosu na metodu koncentri¢nih
kruznica.

e

A c

1. Nacrtajte vodoravni pravac blizu vrha zaslona. Sakrijte kontrolne tocke odabirom
Sakrijte tocke u izborniku Zaslon.

2. Konstruirajte tocke A, B i C' na pravcu. Polozaj tih tocaka nije vazan, ali prov-
jerite je li tocka C' izmedu tocaka A i B.

3. Sakrijte pravac. Nacrtajte pojedinaéne duzine AC i CB.
4. Nacrtajte tocke F i F koje ¢e biti zarista elipse.

5. Pomoc¢u naredbe Kruznica: srediSte+polumjer iz izbornika Konstrukcije,
konstruirajte kruznicu sa sredistem Fj i polumjerom |AC|. Konstruirajte drugu
kruznicu sa sredistem Fj i polumjerom |C'B|.

6. Konstruirajte tocke presjeka kruznica. (U slucaju da se kruznice ne sijeku, pri-
lagodite model tako da se sijeku.)

7. Odaberite tocke presjeka i odaberite naredbu Trag presjeka u izborniku Zaslon.

8. Polako pomicite tocku C' naprijed-natrag duz AB i promatrajte trag® dviju
tocaka.

9. Promijenite udaljenost izmedu F; i F. Zatim, ako je potrebno, odaberite
Izbrisite tragove u izborniku Zaslon da biste izbrisali prethodnu krivulju.
Nacrtajte nekoliko novih krivulja, svaki put mijenjaju¢i udaljenost izmedu
zarista.

3 Ako ne zelite da vam tragovi izblijede, provjerite je li okvir Izblijedivanje tragova vremenski

neoznacen na ploci Boja dijaloskog okvira Postavke.
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Za svaki novi polozaj tocaka F} i Fy, morate ponovno nacrtati novu krivulju. Idealno
bi bilo da se vasa elipsa automatski prilagodava dok povlacite bilo koje zariste. Moc¢na
naredba Lokus iz izbornika Konstrukcije u Sketchpadu to omogucuje.

10. Iskljucite trag za dvije tocke presjeka tako da ih odaberete i ponovno odaberete
Trag presjeka u izborniku Zaslon.

11. Odaberite jednu od dvije tocke presjeka i tocku C. Odaberite naredbu Lokus iz
izbornika Konstrukcije. Ponovite to za drugu tocku presjeka i tocku C. Nacrtat

¢ete cijelu krivulju: mjesto dvije tocke presjeka dok se tocka C' pomice duz duzine
AB.

Povucite Fi, Fs ili tocku B da biste promijenili veli¢inu i oblik elipse.

Pitanja

P5 Dok pomiéete tocku C' duz AB, polumjeri obje kruznice mijenjaju duljine. Ipak,
postoji odnos izmedu duljina dvaju polumjera bez obzira na polozaj tocke C'.
Koji je to?

P6 Objasnite zasto dvije tocke u kojima se kruznice sijeku ostavljaju trag koji ocrtava
elipsu.

P7 Koliko udaljena mogu biti zarista prije "nestanka” elipse?

P8 Odaberite dvije kruznice na zaslonu, odaberite Trag kruznica u izborniku Za-
slon, a zatim povucite tocku C' duz duzine AB.

Na temelju ovog eksperimenta opisite slicnosti izmedu vase konstrukcije u Sketch-
padu i tehnike koncentri¢nih kruznica.

Istrazite vise

1. Smanjivanjem udaljenosti izmedu tocaka A i B i pomicanjem tocke C' lijevo od
A idesno od B tako da ne lezi izmedu njih, moguce je nacrtati drugaciju vrstu
krivulje. Isprobajte i opiste Sto ste nacrtali.

2. Razmotrite pravokutnik konstantnog opsega:
Pravokutnik konstantnog opsega je pravokutnik konstruiran Sketchpadom ¢ije se di-
-menzije mogu mijenjati, ali ¢iji opseg ostaje konstantan - jednak zadanoj vrijednosti.
To znaci da pravokutnik s konstantnim opsegom od 20 jedinica moze imati, prim-
jerice, dimenzije od (3x7) jedinica, (6x4) jedinice ili (2x8) jedinica ali ne (5 x 6)
jedinica.
Primjenite tehnike koje ste naucili prilikom crtanja elipse pomocu Sketchpada za
konstrukciju pravokutnika konstatnog opsega.
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Neki odnosi elipse Ime(na):

U aktivnosti Pribadace i konopac, crtali ste elipse olovkom i zategnutim komadom
konopca. Sada ¢ete koristiti Sketchpad za istrazivanje nekih algebarskih i geometrijskih
odnosa koji postoje izmedu ovog konopca i glavne i sporedne osi elipse.

Pronalazenje duljina

Otvorite sketch Vrpca.gsp u mapi Elipsa -aktivnost. Elipsa je dana glavnom osi AB,
sporednom osi CD i zarisnim tockama F; i Fy. Tocka P predstavlja vrh olovke koji
zateze konopac pric¢vriéen za tocke Fy i Fy. Zajedno, duzine PFy i PF, predstavljaju
konopac.

Ukupna duljina "konopca” je 20 jedinica (|PFy| + |PFy|). Udaljenost izmedu F; i
F; je 16 jedinica.

Pitanja

Odgovorite na ova pitanja (bez ikakvih mjerenja pomoéu Sketchpada).
Za svako pitanje povlacite tocku P po elipsi dok ne pronadete polozaj koji vam
pomaze odgovoriti na pitanje.

P1 Kolika je duljina glavne osi AB? Objasnite gdje ste postavili tocku P da biste
dosli do zakljucka.

P2 Kolika je duljina sporedne osi C D? Objasnite gdje ste postavili tocku P da biste
dosli do zakljucka.



14 Konusni

Ekscentricitet

Elipse se razlikuju po obliku, tako da su neke ”"tanke” i izduzene. Druge su ”debele”
i gotovo kruzne. Ekscentricitet elipse je mjera koja odreduje oblik elipse izrazen s

numerickom vrijednoséu.
Ekscentricitet elipse definiran je kao omjer udaljenosti zarista i duljine velike osi

Ekscentricitet elipse definiran je kao:

udal jenost izmedu ZariSta

udal jenost izmedu krajnjih toZaka glavne osi

Q\g‘ 1. Otvorite sketch Ekscentricitet.gsp u mapi Elipsa - akivnosti. Zadana je elipsa
g s krajnjim tockama glavne osi A i B te zaristima F i Fb.

2. Upotrijebite naredbu Udaljenost iz izbornika Mjerenje u Sketchpadu za mjerenje
dviju udaljenosti potrebnih za izra¢unavanje ekscentriciteta elipse.

3. Upotrijebite naredbu Udaljenost iz izbornika Mjerenje u Sketchpadovom
Mjerenju za izracunavanje ekscentriciteta.

Pitanja
P3 Vasa elipsa, nacrtana u Sketchpadu moze mijenjati velicinu i oblik i tako pred-
stavljati sve elipse. Prije eksperimentiranja s njom, pokusajte odgovoriti (pred-
vidjeti odgovor): Koliko mala i koliko velika moze utjecati na ekscentricitet elipse?
Objasnite svoje razmisljanje.

P4 Pomaknite tocku B da biste promijenili velicinu i oblik elipse. Dok to radite,
pratite vrijednosti njezinog ekscentriciteta. Je li vase predvidanje iz P3 tocno?
[zmijenite je ako je potrebno.

P5 Koliko elipsa moze dijeliti isti ekscentricitet? Kako biste mogli nacrtati dvije
elipse istog ekscentriciteta bez Sketchpada?

Istrazite vise
_ 1. Otvorite* drugu stranicu sketcha Vrpca.gsp. Zadana je nova elipsa zajedno s
A duljinom konopca koji je koristen za njezino crtanje. Konstruirajte zarisne tocke
elipse. Mjerenje nije dopusteno! Provjerite jesu li vasa zarista dinamicna: trebala
bi se sama prilagoditi kako biste ostali na pravim mjestima dok mijenjate
duljinu konopa.

2. Prvizakon planetarnog gibanja Johannesa Keplera kaze da je orbita svakog plane-
ta elipsa sa Suncem u jednom zaristu. Istrazite kako biste pronasli ekscentricitet
nasih planeta. Zasto su astronomi prije Keplera vjerovali da se planeti kreéu
kruzno?

4Pogledajte P2 od ranije u aktivnosti za pomo¢ s ovom konstrukcijom.
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Konstrukcija presavijene kruznice Ime(na):

Ponekad se konusni presjeci pojavljuju na najnevjerojatnijim mjestima. U ovoj ak-
tivnosti istrazit ¢ete konstrukciju presavijanja papira u kojoj pravci pregiba medusobno
djeluju na iznenadujuéi nacin kako bi formirale koniku.

Konstruiranje fizickog modela

Priprema: Pomocu Sestara nacrtajte kruznicu polumgjera od priblizno 7,5 c¢cm

na komadu papira za pecenje ili papira za pljeskavice. IzreZite kruZnicu noZicama.
(Ako nemate ove materijale, moZete nacrtati kruznicu pomocu Sketchpada

i isprinati je.)

1. Oznacite tocku A koja je srediste
kruznice.

2. Oznacite tocku B® unutar kruga.

3. Preklopite krug tako da tocka na
kruznici padne toéno na tocku B,
kao sto je prikazano dolje desno.
Cvrsto pritisnite kako biste oznaéili
taj pregib.

Razvijte krug.

4. Preklopite krug duz novog pregi-
ba tako da druga tocka na rubu
padne na tocku B. Rasklopite krug
i ponovite postupak.

5. Nakon desetak pregiba, pregledajte
ih kako biste uocili neke uzorke.

6. Nastavite pregibati krug®. Postupno
¢e se pojaviti dobro ocrtana krivulja.
Budite strpljivi - moze potrajati
malo vremena.

7. Razgovarajte s ucenicima iz razreda o onome sto vidite i usporedite njihove prek-
lopljene krivulje s vasima. Ako ovu aktivnost radite sami, preklopite drugi krug
s tockom B na drugom mjestu.

5 Ako radite u razredu, neka uéenici postave B na razli¢ite udaljenosti od sredista. Ako radite sami,
napravite ovaj dio dvaput - jednom s B blizu sredista, drugi put s B blizu ruba.
6Matematicari bi opisali vas skup pregiba kao envelopu pregiba
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Pitanja

P1 Pregibi na vasem krugu tvore obris elipse. Koje tocke bi bile zarista?

P2 Ako biste tocku B pomaknuli blize rubu kruga i presavili drugu krivulju, kako

biste njezin oblik usporedili s prvom krivuljom?

P3 Ako biste tocku B pomaknuli blize sredistu kruga i ponovili presavijanja, kako

bi se oblik dobivene krivulje usporedio s prvom krivuljom?

Konstrukcija Sketchpadovog modela

Presavijte i rasklopite. Presavijanje kruznice zahtijeva malo rada. Presavijanje jednog
ili dva lista je zabavno, ali sto bi se dogodilo ako biste htjeli nastaviti testirati razlicite
polozaje tocke B (unutar kruznice)? Morali biste nastaviti postupak svaki puta s novom
kruznicom (krugom), presavijajuéi nove skupove pregiba. Sketchpad moze pojednos-
taviti vas rad. S jednom kruznicom i jednim skupom pregiba, mozete pomicati tocku
B na nove polozaje i gledati kako se pravci pregiba trenutno prilagodavaju.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Otvorite novi sketch. Alatom za c
kruznicu nacrtajte kruznicu sa
sredistem u tocki A. Sakrijte tocku
polumjera kruznice.

Pomoc¢u Alata za to€ku nacrtajte L] PR
tocku B na slu¢ajnom mjestu unutar
kruznice.

Konstruirajte tocku C' na kruznici.
Konstruirajte "pregib” koji nastaje kada se tocka C' preklopi na tocku B.

Pomicite tocku C' po kruznici. Ako ste ispravno konstruirali pravac pregiba, tre-
bao bi se prilagoditi novim polozajima tocke C'.

Odaberite pravac pregiba i odaberite Trag okomice iz izbornika Zaslon.
Pomicite” tocku C po kruznici da biste nacrtali skup pravaca pregiba.

Povucite tocku B na drugu lokaciju, a zatim, ako je potrebno, odaberite IzbriSite
tragove u izborniku Zaslon.

Pomaknite tocku C' po kruznici kako biste stvorili jos jednu kolekciju pravaca
pregiba.

TAko ne zelite da vam tragovi izblijede, provjerite je li okvir Izblijedivanje tragova vremenski
neoznacen na ploci Boja u dijaloskom okviru Postavke.
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Ponovno pracenje pregiba za svaki polozaj tocke B svakako je brze od presavijanja
novih kruznica. Ali mozemo i bolje. Idealno bi bilo da se vasi pravci pregiba automatski
premjestaju dok povlacite tocku B. Sketchpadova moc¢na naredba Lokus iz izbornika
Konstrukcije to omogucava.

17. Iskljucite ostavljanje traga za izvorni pravac pregiba tako Sto Cete ga odabrati i
jos jednom odabrati naredbu Trag okomice iz izbornika Zaslon.

18. Sada odaberite pravac pregiba i tocku C'. Odaberite naredbu Lokus iz izbornika
Konstrukcije. Pojavit ¢e se cijeli skup pregiba: lokus polozaja pregiba dok se
tocka C' pomice duz svoje putanje. Ako pomaknete tocku B, vidjet ¢ete da se
pravci pregiba automatski prilagodavaju.

19. Spremite svoj sketch ili svoje rjesenje ili svoju konstrukciju kao Kruznica pre-
giba.gsp. Ponovno ¢ete ga koristiti u jednoj od aktivnosti Projekti hiperbole.

Pitanja

P4 Kako se oblik krivulje mijenja pomicanjem tocke tocku B blize rubu kruga, tj.
kruznici?

P5 Kako se oblik krivulje mijenja pomicanjem tocke B blize sredistu kruznice?

P6 Odaberite tocku B i kruznicu®. Zatim sjedinite tocku B s kruznicom. OpiSite
uzorak pregiba.

P7 Odaberite tocku B i razjedinite je od kruznice. Zatim je sjedinite sa sredistem
kruznice. OpiSite nastali uzorak pregiba.

Igranje detektiva

Svaki pravac pregiba na vasoj kruznici dodiruje elipsu u to¢no jednoj tocki. Drugim
rije¢ima, svaki pregib je tangenta elipse.

Ukljuc¢ivanjem u detektivski rad mozete pronac¢i te tocke dodira i koristiti ih za
konstrukciju samo elipse bez njezinih pregiba.

20. Otvorite sketch Presavijena kruznica.gsp u mapi Elipsa - aktivnosti. Nacr-
tan je pravac (stil crte - debela) pregiba i njegov lokus.

21. Pomaknite tocku C' i primijetite da pravac pregiba ostaje tangenta elipse. To¢na
tocka dodira je presjek dvaju pravaca - pravca pregiba i drugog pravca koji ovdje
nije prikazan. Konstruirajte ovaj pravac u svojem sketchu kao i tocku dodira,
tocku E.

8Naredbe Sjedinite i Razjedinite pojavljuju se u izborniku Uredivanje
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22. Odaberite tocku E i tocku C te odaberite naredbu Lokus® u izborniku Kon-
strukcije. Ako ste ispravno konstruirali ili odredili ili nacrtali tocku dodira, tre-
bali biste vidjeti krivulju koja se pojavljuje tocno u bijelom prostoru omedenom
pregibima.

Kako to dokazati

Konstrukcija  presavijene  kruznice
generira elipse. Mozete li to dokazati?
Pokusajte sami dokazati ili prodite kroz
sljedece korake i pitanja.

Konstrukcija na slici trebala bi sliciti
vasoj konstrukeiji.

Pravac HI (simetrala duzine C'B) je
pregib nastao nastao preklapanjem tocaka
C'i B. Tocka E je tocka krivulje.

23. Na slici docrtajte duzine CB, BE i AC.

24. Oznacite presjek C'B s pravcem pregiba kao tocku D.

Pitanja

P8 Primijenite poucke o sukladnosti trokuta kako biste dokazali da je ABED =
ACED.

P9 Duljina duzine BE jednaka je duljine neke druge duzine? Kojoj? Zasto?

P10 Upotrijebite definiciju'® elipse i rezultat iz P9 kako biste dokazali da tocka FE
ostavljajuci trag crta elipsu.

Istrazite vise

1. Kada je tocka B unutar kruznice, pregibi ocrtavaju elipsu. Sto se dogada kada je
tocka B izvan kruznice?

2. Upotrijebite ilustraciju iz dokaza elipse kako biste pokazali da je ZAEH =
/ZBED.

Evo zanimljive posljedice ovog rezultata: Zamislite biljarski stol u obliku elipse s
rupom u jednoj od njezinih zarisnih tocaka. Ako stavite lopticu u drugo zariste i
udarite je u bilo kojem smjeru bez rotacije, loptica ¢e se odbiti od stranice i uéi
ravno u rupu. Zajamceno!

90daberite lokus i poveéajte njegovu Sirinu kako bi bio lakse vidljiv.
10Zapamtite: Elipsa je skup to¢aka ravnine takvih da je zbroj udaljenosti od svake tocke do dviju
fiksnih tocaka (zarista) konstantan.
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Konstrukcija sukladnih trokuta Ime(na):
Slika dolje je iz knjige matematicara Fransa van Schootena iz sedamnaestog stoljeca.

Prikazuje vezu izmedu tri pomicne Sipke zglobno spojene. U ovoj aktivnosti istrazit ¢ete

model van Schootenovog uredaja pomoc¢u Sketchpad i dokazati da on crta elipse.

1. Otvorite sketch Sukladni trokuti.gsp
u mapi Elipsa - aktivnosti.
Prikazana je konstrukcija koja je
sli¢cna konstrukciji s van Schootenove
slike. Ovaj sketch crtez je nacrtan ili
ova konstrukcija je provedena tako
da uvijek vrijede dvije jednakosti.

To su:
|AB| = |FC|

|BF| = |CA.

2. Pomaknite tocku F' i promatrajte
kako duzine oznacene bojama ostaju
fiksne duljine i jednake jedna drugoj.

3. Odaberite tocku E i odaberite naredbu Trag presjeka u izborniku Zaslon.
Pomaknite tocku F' i promatrajte krivulju koju crta tocka E.

4. Nacrtali ste nesto sto izgleda kao polovica elipse. Za crtanje druge polovice,
upotrijebite naredbu Zrcalite iz izbornika Transformacije za zrcaljenje tocke
E preko duzine AB. Odaberite zrcaljenu tocku E’ i odaberite Trag tocke. Sada
pomicite tocku F' da biste crtali cijelu krivulju.

Pitanja
P1 Koje bi tocke bile zarista nacrtane elipse?

P2 Duzina (plava) u donjem lijevom kutu zaslona kontrolira duljine duzina AB i
FC. Pomaknite desnu krajnju toéku da biste ju produzili ili skratili. Odaberi-
te IzbriSite tragove u izborniku Zaslon da biste uklonili prethodno nacrtanu.
Sada ponovno crtajte krivulju. Ucinite to nekoliko puta.

Kako promjena duljine duzine (plave) utjece na krivulju?
P3 Ako pogledate van Schootenovu sliku, vidjet éete da ukljucuje tocku GG. Konstru-

irajte pravce AB i F'C' na na vasem crtezu ili konstrukciji i sjeciste obiljezite s
G. Sada nacrtajte pravac tockama E i G. Pomaknite tocku F'.

U kojem su odnosu novonacrtani pravac EG i vasa krivulja?
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Kako to dokazati

Konstrukcija sukladnih trokuta crta elipse, ali mozete 1li objasniti zasto? Pokusajte
sami dokazati ili rijesite sljedeca pitanja.

Pitanja

P4 Docrtajte duzinu AF na svojem sketchu ili konstrukeiju. Koristeéi poucak o suk-
ladnosti trokuta, dokazite da je AABF =2 AFCA.

P5 Upotrijebite rezultat iz pitanja P4 i dovrsite tvrdnju:
/FCAZ /

P6 Upotrijebite gornju sukladnost kutova i druge informacije o trokutima kako biste
pokazali da je ANAEB =2 AFEC.

P7 Duljina duzine AE" jednaka je duljini neke druge duzine. Koje? Zasto? AE je
jednake duljine? Zasto?

P8 Upotrijebite definiciju elipse i rezultat iz P7 kako biste dokazali da tocka E crta
elipsu.

Istrazite vise

1. Ova se konstrukcija ponekad naziva konstrukcijom prekriZenog para paralelo-
grama. Objasnite zasto.

2. Upotrijebite naredbu Trag iz izbornika Zaslon za prikaz lokusa tocke C' dok
je pomicete. OpisSite sve slicnosti koje mozete pronaci izmedu ovog sketcha i
Konstrukcija presavijene kruznice.

3. Otvorite sketch Zupcanici.gsp u mapi Elipsa - aktivnosti za rad s parom
elipti¢nih zupcanika.

4. Pocevsi s praznim!? sketchom, nacrtajte vlastiti Sketchpadov model Konstrukcije
sukladnih trokuta.

HZapamtite: Elipsa je skup tocaka kojima je zbroj udaljenosti od svake tocke do dviju fiksnih tocaka
(zarista) konstantan.
12Morat éete Gesto koristiti Sketchpadovu naredbu Kruznica: srediste+polumjer.
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Stolarska konstrukcija
Uredaj prikazan desno, omiljen
medu stolarima i drvodjelcima,
naziva se elipsograf ili Sestar za
elipse.

Elipsograf'® ima krak s dva vij-

ka koji klize duz para okomitih
tracnica. Dok vijci klize duz svo-
jih odgovaraju¢ih zljebova, olovka
pricvrséena na jednom kraju crta

elipsu.
U ovoj aktivnosti izgradit cete vlastiti elipsograf pomoc¢u ravnala, a zatim istraziti

veéi model pomocu Sketchpada. Na kraju ¢ete dokazati da ovaj uredaj doista crta
elipse.

Izrada fizickog modela

Potreban materijal: Trebat ce vam ravnalo, malo ljepljive trake, olovka ili kemijska olovka
i veliki komad papira (28 cm x 45 ¢cm je dobro, ali i 21,5 ecm x 28 ¢m funkcionira).

1. Stavite'* dugu traku ljepljive trake
na ravnalo, poravnavaju¢i rub trake
s rubom ravnala. Na traci oznacite
tri tocke A, B i C'. Pazite da uda-
ljenost izmedu tocaka A i C' bude
manja od polovice Sirine papira.

A B C
||||I||||I||||||||I||||||||||||||

2. Pomoé¢u ravnala nacrtajte'® par
okomitih pravaca na papiru.

3. Postavite tocku B na sjeciste dvaju
pravaca i tocku A na vodoravni
pravac lijevo od tocke B. Oznacite na
papiru tocku C' (takoder na vodor-
avnom pravcu za sada).

4. Pomaknite ravnalo malo tako da
tocka A i dalje lezi na vodoravnom
pravcu, a tocka B na okomitom
pravcu. Oznacite novi polozaj tocke

C.

5. Nastavite pomicati tocke A i B u malim intervalima, drze¢i tocku A na vodor-
avnom pravcu, a tocku B na okomitom pravcu. Svaki put kada promijenite

I3Elipsograf se prvi put pojavljuje u djelu Prokla (410. - 485. godine).

14 Ako radite u razredu, neka uéenici odaberu razlicite polozaje tocke B u odnosu na tocke A i C.
Ako radite sami, provedite ovu aktivnost dva puta s razli¢itim lokacijama tocke B.

Tlustracija na sljede¢oj stranici prikazuje kako pomicati ravnalo duz pravaca.
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polozaj ravnala, oznacite novi polozaj tocke C. Na kraju ¢e ravnalo biti na
okomici, a tocka A u sjeciStu pravaca.

6. Nacrtano izgleda kao cetvrtina elipse. Nastavite premjestati ravnalo kako biste
nacrtali cijelu krivulju.

7. Razgovarajte o onome Sto vidite sa svojim kolegama iz razreda i usporedite nji-
hove krivulje sa svojima. Ako ovu aktivnost radite sami, nacrtajte novu krivulju
promjenom polozaja tocke B.

’s

(2]
\RIT RRPRAARY FRRRRHER RIS

Pitanja

P1 Na slici su prikazana dva ravnala s razli¢itim relativnim polozajima tocke A, B i

C. Ako se svako ravnalo koristi za crtanje elipse, kako ¢e se oblik dviju krivulja
razlikovati?

4 B c
[ 1

P2 Pod pretpostavkom da elipsografi crtaju elipse, kako biste pozicionirali tocke A, B

i C' da biste nacrtali elipsu s glavnom osi duljine 20 cm i sporednom osi duljine
12 cm?
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P3 Moze li elipsograf crtati kruznice? Objasnite svoj odgovor.

Istrazivanje Sketchpadovog modela

Vas model ravnala elipsografa pruza dobar osjec¢aj kako uredaj funkcionira. Ipak, po-
micanje ravnala malo po malo vjerojatno je bilo nezgodno.

Sketchpadov elipsograf nudi neke prednosti: glatko, kontinuirano kretanje i lako
podesive duljine.

8. Otvorite sketch Stolar.gsp u mapi
Elipsa.

9. Pomaknite tocku A i promatrajte
kretanje duzine AC. B

10. Odaberite tocku C' i odaberite
naredbu Trag presjeka u izborniku
Zaslon. Pomaknite tocku A i pro-
matrajte krivulju koju crta tocka C'.

Krivulja koju vidite je lokus tocke C
dok se tocka A pomice duz svojeg
pravca.

11. Nacrtali ste polovicu elipse. Za crtanje druge polovice, upotrijebite naredbu Zr-
calite iz izbornika Transformacije za zrcalno preslikavanje tocke C preko vodor-
avne osi. Odaberite zrcaljenu tocku C i odaberite Trag tocke. Sada pomicite
tocku A da biste nacrtali cijelu krivulju.

12. Podesite duljine duzina AB i BC u donjem lijevom kutu zaslona kako biste promi-
jenili parametre elipsografa. Zatim odaberite Izbrisite tragove u izborniku Za-
slon da biste izbrisali prethodnu krivulju. Nacrtajte nekoliko novih krivulja, svaki
put mijenjajuéi parametre AB i BC'.

13. Iskljucite trag tocaka C' i C’ tako Sto Cete ih odabrati i ponovno odabrati Trag
tocaka u izborniku Zaslon.

14. Sada odaberite tocke A i C'. Odaberite Lokus u izborniku Konstrukcija.
Ponovite to za tocke A i C'. Nacrtat éete cijelu krivulju: lokus tocaka C' i C".

15. Kao i prije, mijenjajte duljine duzina AB i AC i promatrajte njihov utjecaj na
nacrtanu krivulju.



24 Konusni

Kako to dokazati

Krivulje koje ste nacrtali svakako izgledaju kao elipse. Ali izgled ne govori uvijek cijelu
pricu. Dokaz moze potvrditi koja je krivulja nacrtana i pokazati koja se matematika
"skriva” u osnovi elipsografa.

Znate li algebarski prikaz elipse? Pogledajte sljede¢u definiciju:

Tocke koje zadovoljavaju jednadzbu

2 2
Xz y_
ﬁ—l_b_Q_l Zab>a,

leze na elipsi sa sredistem u ishodistu koordinatnog sustava s glavnom
osi duljine 2b duz y-osi i sporednom osi duljine 2a duz x-osi.

Slika, prikazuje elipsograf u zy ravnini ¢iji je krak predstavljen duzinom AC. Za je
ovaj odredeni elipsograf |[AB| = 6 i |[BC| = 3. Na slici je nacrtano nekoliko dodatnih
duzina; duzina C'E usporedna s y-osi i duzina BD usporedna s z-osi. Budué¢i da se

polozaj tocke C' mijenja pomicanjem kraka elipsografa ona je oznacena kao (z,y), ko-
risteéi varijable kao koordinate. Ako C' crta elipsu, trebali biste moéi izvesti jednadzbu
poput one gore koja povezuje x i y.

Pitanja

Pitanja koja slijede pruzaju detaljne upute za dokaz. Mozete odgovoriti na njih ili
napisati vlastiti dokaz bez ikakvih savjeta.

C=(x )
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P4 Pretpostavimo na trenutak - bez dokaza - da elipsograf na slici na prethodnoj
stranici crta elipsu.'® Kako glasi njezina jednadzba, ako je |AB|=6 i |BC|=3?
(Usporedit ¢emo nas konac¢ni odgovor s ovom jednadzbom kasnije.)

P5 Upisite duljine sljede¢ih duzina u terminima x i y:

|BD| =
ICE|l=_
icCD|l=_

P6 Sada kada ste odredili duljine razli¢itih duzina, pronadite nac¢in povezivanja x i
y. Evo dva pristupa koja biste mogli razmotriti:

e Potrazite par slicnih trokuta na slici. Koristed¢i slicnost zapisite omjer koji
povezuje x 1 y.

e Izracunajte sin(ZCAFE) i cos(ZCBD). Potrazite nacin da povezete ove dvije
vrijednosti jednu s drugom.

Ako je potrebno, manipulirajte svojom jednadzbom tako da bude prepoznatljiva
kao jednadzba elipse. Usporedite svoju jednadzbu s onom koju ste pronasli u P4
kako biste provjerili podudaraju li se.

P7 Provedite ovaj dokaz sada opéenito i neka je |[AB| =si |BC| =t.

Istrazite vise

1. Otvorite novi sketch i sami nacrtajte svoj model konstrukcije elipsografa pomocéu
Sketchpada.

2. Za bilo koju krivulju koju crta elipsograf, trebali biste moc¢i pronaéi njezina
zarista. Otvorite stranicu 3 sketcha Stolar.gsp. Upotrijebite ono sto ste naucili
u aktivnosti Neki odnosi elipse kako biste konstruirali zarista elipse na zaslonu.
Provjerite jesu li vasa zarista dinamicna: trebala bi se prilagodavati kako bi ostala
na pravilnim mjestima dok mijenjate duljine duzina AB i BC.

16Savjet: Odredite duljine glavne i sporedne osi elipse i poloZaj njezina sredista.

¢
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3. Ilustracije u nastavku prikazuju uredaj za crtanje iz sedamnaestog stoljeca cije
kretanje nalikuje kretanju ljestava koje klize niz zid'". Na ljestvama se nalazi
kanta. Dok ljestve klize, koju putanju kanta prati?

Istrazite ovaj problem modificiranjem svog fizickog modela elipsografa. Izradite i
Sketchpadov model. Mozete li dokazati svoja otkri¢a??

4. Postoji poucak u geometriji koji kaze:

Poloviste hipotenuze pravokutnog trokuta jednako je
udaljeno od sva tri vrha trokuta.

Kako mozete primjenom samo ove tvrdnje dokazati da kanta iz P3 crta kruznicu
kada se nalazi na pola ljestava?

5. Leonardo da Vinci osmislio je N
tehniku crtanja elipse koja zamjenju-
je klizni elipsograf kliznim trokutom.

Otvorite sketch Trokut.gsp u mapi
Elipsa - aktivnosti. Ispitajte koju
krivulju crta vrh trokuta C' dok se \/ A
druga dva vrha pomic¢u duz z i y osi.

/N
\/

177 dodatnu dramati¢nost, zamislite da stojite na ljestvama. Kojom stazom ide vasa noga?



Elipsa

27

Dannyjeva elipsa

Ime(na):

Dok je bio ucenik srednje skole Mountain View u Kaliforniji, Danny Vizcaino os-
mislio je novi nac¢in konstruiranja elipsa pomoc¢u Sketchpada. U ovoj aktivnosti izradit
¢ete model Dannyjeve elipse, a zatim dokazati zasto njegova metoda funkcionira.

Izrada modela pomoéu Sketchpada

1.

10.

11.

. Oznadcite ishodiste (presjeciste dvaju 01 7 /

. Nacrtajte proizvoljne tocke i to B na

Otvorite novi sketch. Odaberite
Pokazite mrezu u izborniku Graf. ) ]
Zatim odaberite Sakrijte mrezu da T S

biste uklonili pravce mreze, a ostavili ¥4 I

; ; / \
osi xiy. / Bl \
“T<K \

pravaca) kao tocku A. X

y-osi i tocku C' na z-osi.

. Odaberite, redom, tocke A i B. Zatim odaberite naredbu Kruznica: srediste

+ tocka u izborniku Konstrukcije kako biste nacrtali kruznicu ¢; sa sredistem
u tocki A koja prolazi tockom B.

. Ponovite korak 4 da biste konstruirali kruznicu ¢y sa sredistem u tocki A koja

prolazi tockom C'.

. Nacrtajte duzinu AD, pri éemu je tocka D proizvoljna tocka kruznice c,.

Konstruirajte tocku E koja je presjek duzine AD s kruznicom c;.

. Tockom D konstruirajte pravac okomit na z-os.

. Tockom F konstruirajte pravac okomit na y-os.

Konstruirajte tocku F' koja je presjek dvaju nacrtanih pravaca.

Odaberite!® tocku F i odaberite naredbu Trag presjeka u izborniku Zaslon.
Pomaknite tocku D po kruznici i promatrajte krivulju koju crta tocka F'.

Krivulja koju vidite je lokus tocke F' dok se tocka D pomice po kruznici.

18Ako ne zelite da vam tragovi izblijede, provjerite je li okvir Izblijedivanje tragova vremenski:
neoznacen na ploci Boja u dijaloskom okviru Postavke.
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12. Pomicite tocke B i C' (duz z i y osi) kako biste promijenili veli¢ine kruznica ¢;
i co. Zatim, ako je potrebno, odaberite IzbrisSite tragove u izborniku Zaslon
da biste izbrisali prethodnu krivulju. Nacrtajte nekoliko novih krivulja, svaki put
mijenjajuéi duljine polumjera dviju kruznica.

Za svaki novi polozaj tocaka B i C', morate ponovno nacrtati krivulju. Idealno bi
bilo da se vasa elipsa automatski prilagodi. Sketchpadova moc¢na naredba Lokus to
omogucuje.

13. Iskljucite trag tocke F' tako Sto ¢ete je odabrati i ponovno odabrati Trag presjek
u izborniku Zaslon.

14. Sada odaberite tocke D i F. Odaberite naredbu Lokus u izborniku Konstruk-
cije. Cijela krivulja ¢e biti nacrtana: lokus tocke F. Pomicite tocke B i C da
biste promijenili oblik krivulje.

Kako to dokazati

Zaintrigiran'® Dannyjevom konstrukcijom pomocéu Sketchpada, Key Curriculum Press
sponzorirao je svjetsko natjecanje kako bi odgovorio na sljedece pitanje:

Dannyjeva krivulja izgleda kao elipsa, ali je li to toéno?

Natjecanje je zavrseno, ali izazov ostaje. PokusSajte dokazati da je Dannyjeva
krivulja elipsa. Da biste to ucinili, trebat ¢e vam algebarska definicija u nastavku.

Tocke koje zadovoljavaju jednadzbu

1.2 y2
ﬁ—l_b_Q:l Zaa>b,

leze na elipsi sa sredistem u ishodistu s glavnom osi duljine 2a
duz z-osi i sporednom osi duljine 2b duz y-osi.

Na slici na sljede¢oj stranici neka je |[AE| = 2 i |[ED| = 3. Duzina EH je okomita
na x-os. Bududi da se polozaj tocke F' mijenja kako se tocka D pomice, oznacena je
kao (z,y), koriste¢i varijable kao koordinate.

Ako F crta elipsu, trebali biste mo¢i izvesti jednadzbu poput one gore koja povezuje
riy.

90tvorite datoteku Dinamicéka geometrija.gsp u mapi Elipsa - aktivnosti kako biste vidjeli
zabavnu primjenu Dannyjeve metode.
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Pitanja : .
Pitanja koja slijede pruzaju detaljan dokaz. Mozete
vlastiti dokaz bez ikakvih nagovjestaja.

odgovoriti na njih ili napisati

P1 Pretpostavimo na trenutak - bez
dokaza - da je Dannyjeva krivulja
elipsa. Kako glasi njezina jed- i
nadzba?  (Usporedit ¢emo nas g b
konaé¢ni odgovor s ovom jednadzbom _/ £\
kasnije.) 4 - N \
. . .. . / v F=\()
Savjet: Odredite?®® duljine glavne i |‘f / 21\ "|
sporedne osi elipse i polozaj njezina I. . 3 5 J:l s II -
sredista. \ / /
\ o \h__f/// /
P2 Upisite duljine sljede¢ih segmenata s \\
oznakama x i y: EAN § /.f”
| AG| - R . &
|EH| =
|DG|=_

Objasnite kako ste odredili duljinu duzine DG.

P3
y. Evo dva pristupa koja biste mogli razmotriti:

Sada kada ste odredili duljine razli¢itih duzina, pronadite na¢in povezivanja x i

e Potrazite par slicnih trokuta na dijagramu. Koristeci slicnost zapisite omjer

koji povezuje = i y.

e Izracunajte sin(£ZEAH)icos(£DAG). Potrazite nac¢in povezivanja ove dvije

vrijednosti jednu s drugom.

Ako je potrebno, manipulirajte svojom jednadzbom tako da bude prepoznatljiva
kao jednadzba elipse. Usporedite svoju jednadzbu s onom koju ste pronasli u P1

kako biste provjerili podudaraju li se.

P4 Prepisite svoj dokazi i provedite ga za opéenitiji slucaj tako da je |[AE| = s i

|ED| =t.

Istrazite vise

1. Buduéi da je Dannyjeva krivulja?! elipsa, trebali biste moé¢i pronaéi njezina

zarista.

Otvorite drugu stranicu sketch Danny.gsp u mapi Elipsa - aktivnosti.
Upotrijebite ono sto ste naucili u aktivnosti Neki odnosi elipse kako biste kon-

20Za P1 i P2, upotrijebite numericke vrijednosti na slici: |[AE| = 21 |ED| = 3.

21Pogledajte stranicu 3 u Danny.gsp za pomo¢.
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struirali zarista elipse na zaslonu.

Pazite da su vasa zarista dinamicna: trebala bi se prilagodavati kako bi ostala na
odgovaraju¢im mjestima dok pomicete tocku B ili C'.

Projekti elipse

Projekti u nastavku namijenjni su za prosirenje vaseg znanja o elipsi u novim sm-
jerovima i idealni su za prezentacije u razredu.

1. Prisjetite se klasi¢ne definicije elipse:

Elipsa je skup tocaka P takav da je |[PA| + |PB]
konstantno za dvije fiksne tocke A i B.

Pretpostavimo da definiramo novu krivulju sa slicnim opisom:

Skup tocaka P takav da je |PA| + 2| PB| konstantno
za dvije fiksne tocke A i B.

Kako izgleda ova krivulja? Izgradite Sketchpadov model modificiranjem konstruk-
cije koncentriénih kruznica.

2. U konstrukciji presavijenog kruga izgradili ste pravac pregiba koji nastaje kada
se tocka C' presavije na tocku B konstruiranjem simetrala duzine BC. Zamislite
sada da su naredbe Poloviste i Okomica u Sketchpadu pokvarene. Kako mozete
konstruirati pravac pregiba bez njih?

Na slici je dana jedna moguénost. Autor je matematicar Fransa van Schootena iz
sedamnaestog stoljeca i prikazuje romb FCGB s prorezima u obliku Sipke koja
prolazi kroz tocke F'i G. Otvorite sketch Romb.gsp u mapi Elipsa - aktivnosti
i eksperimentirajte s modelom. Po ¢emu je ovaj model slican konstrukciji Pre-
savijena kruznica? Koja je uloga romba?
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3. Knjiga Feynmanovo izgubljeno predavanje: Gibanje planeta oko Sunca (W. W.
Norton & Company, 2000.) sadrzi predavanje legendarnog fizicara Richarda Feyn-
mana. U svom predavanju, Feynman koristi konstrukciju presavijene kruznice
kako bi geometrijski demonstrirao da planeti kruze oko Sunca po elipticnim
putanjama. Procitajte Feynmanovo predavanje i pripremite izvjesée o njegovoj
metodi.

4. Izradite vlastiti radni model konstrukcije sukladnih trokuta koriste¢i kartonske i
papirnate pricvrscivace.

5. Otvorite sketch® Savijena slamka.gsp u mapi Elipsa. Vidjet ¢ete spoj s jed-
nakim duljinama duzina AB i BC'. Dok pomicete tocku C' primjetite kako gibanje
ovog uredaja nalikuje gibanju savijene slamke.

Mozete li dokazati da tocka D prati elipsu? Sketch sadrzi neke prijedloge za
pocetak.

i

A

6. Koristite?? tehnike iz aktivnosti Neki odnosi elipse, kao i iz Dannyjeve elipse, kako
biste izradili prilagodeni alat koji uzima tri tocke - A, B i P - i konstruira elipsu
tockom P s A i B kao zariStima.

Za pomoé pogledajte sketch Zarista i tocka.gsp u mapi Elipsa.

7. Sketch Tangentne kruznice.gsp u mapi Elipsa prikazana je kruznica cs (cr-
vena) koja istovremeno dodiruje kruznice ¢; i cy. Pritisnite gumb Animacija i
promatrajte putanju tocke C' koja je srediste kruznice cs.

Mozete li dokazati da C' crta elipsu?

228to se dogada kada je |AB| # |BC|?
230vaj alat éete koristiti u aktivnosti Gorudi sator kasnije u ovoj knjizi.
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2. Parabola

Izvornik crteza je knjiga iz 1656. godine
Frans van Shooten: Exercitationum Mathematicorum, Liber IV,
Organica Conicarum Sectionum in Plano Descriptione
(Traktat o uredajima za crtanje konika)
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Pregled poglavlja

Putanja bejzbolske lopte. Krivulja koju
formiraju kablovi na mostu Golden Gate.
Trag vode koja mlazom izlazi iz crijeva.
Sve su to primjeri gotovo paraboli¢nih
krivulja (ili sliéni tome).

Na slici je prikazan dvostruki stozac
presjecen ravninom paraleleno s kon-
turnom izvodnicom. Presjek ("konusni
presjek”) je parabola.

Na pocetku upoznat ¢emo se s osnovnim
pojmovima parabole (zaristem i direktri-
som ili ravnalicom) u aktivnosti 1. Za-
tim ¢e biti prikazane dvije konstrukcije
parabole, jednu temeljenu na klasi¢noj
definiciji parabole (aktivnost II.), a drugu
na algebarskom obliku parabole (ak-
tivnost III.).

Kada dvostruki konus presijece ravnina
koja je paralelna s rubom, rezultat je
parabola.

Ukupno, ovo poglavlje nudi sedam konstrukcija parabole koje mozete rjesavati.
Otvorite visestrani¢ni sketch Obilazak Parabole.gsp za praktican pregled slajdova.

I. Uvod u parabolu

Zarisna tocka i ravnalica glavni su elementi za dvije konstrukeije parabole.

II. Konstrukcija presavijenog pravokutnika

S praznim listom papira i jednom tockom mozete presavijanjem papira prikazati

parabolu.

Modelirajte tehniku pomocéu Sketchpada kako biste otkrili temeljnu matematiku.

IT1. Konstrukcija kruznice koja se Siri

Promjenom duljine kruznice, definirane su tocke koje leze duz parabole. Istrazite
ovu konstrukciju iz desetog stolje¢a pomocu Sketchpada.

IV. Projekti parabole

Zaokruzite poglavlje s nekoliko zgodnih projektnih zadataka na temu parabole.



36 Konusni

Uvod u parabolu Ime(na):

U ovoj aktivnosti, geometrijska/klasi¢na definicija parabole sluzi kao uvod za is-
trazivanje dvaju razli¢itih nac¢ina konstruiranja krivulje.

Definiranje parabole

U nastavku je geometrijska definicija parabole:

Parabola je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od fiksne tocke zarista (fokusa)
i fiksnog pravca ravnalice (direktrise).

U sketchu Parabola.gsp u mapi Parabola - aktivnosti, prikazana je parabola za-
jedno s njezinim zaristem i ravnalicom. Skech takoder sadrzi dva mjerenja koja pokazuju
udaljenost tocke P od zarista i od ravnalice.

Pomaknite tocku P. Vidjet ¢ete da se mjerenja udaljenosti mijenjaju, ali uvijek
ostaju medusobno jednaka.

Parabola je simetricna krivulja. Njezina os simetrije prolazi zaristem i kroz tocku
koja se naziva vrh ili tjeme. Paraboli na slici, vrh je najniza tocka na krivulji.

vrh

ravnalica

Pitanja

P1 Zadani su pravac d i tocka P koja nije na pravcu, kako definiramo udaljenost
izmedu njih?

P2 Nacrtajte duzinu kojoj su rubne tocke Zariste i tocka P.l. Zatim konstruirajte
duzinu ¢ija duljina predstavlja udaljenost od tocke P do ravnalice.
Duzine bi se trebale same prilagodavati kako se tocka P pomice duz parabole.

Pomoc¢u programa Sketchpad izmjerite duljine ove dvije duzine. Sto ocekujete
pronaci?

! Alternativno, pritisnite gumb za prikaz segmenata.
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P3 Kako mozete konstruirati vrh parabole uzimajuéi u obzir samo zariste i ravnalicu
parabole?

Metoda koncentri¢nih kruznica

Na slici je nacrtano devet? koncentriénih kruznica sa sredistem u tocki A. Polumje-
ri kruznica povecavaju se za 1, od 1 jedinice sve do 9 jedinica. Horizontalni pravci su

takoder razmaknuti za 1 jedinicu. Svaki nacrtani pravac, osim onog tockom A, tangenta
je odgovarajuée kruznice.

Ovo mozemo Kkoristiti za crtanje parabola.
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Pitanja

P4 Koliko su jedinica udaljene tocke A i B? Koliko su jedinica udaljene tocka B i
pravac 1?7 Na temelju ovih mjerenja, sto mozete zakljuciti?

P5 Pronadite i oznacite najmanje 15 tocaka (ukljucujuéi vrh) koje leze na paraboli
sa zariStem u A i pravcem 1 kao ravnalicom. Objasnite kako ste ih pronasli.

P6 Nacrtanim tockama nacrtajte parabolu.

P7 Ponovite prethodna dva pitanja, crtajuéi parabole s ravnalicama 2, 3 i 4. Za sve
tri parabole tocka A je zariste.

Za svaku parabolu upotrijebite olovku ili kemijsku olovku druge boje ako je
moguce.

2Koncentri¢ne kruznice imaju zajednic¢ko srediste.
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Metoda kliznim ravnalom

Otvorite sketch Klizno ravnalo.gsp u mapi Parabola - aktivnosti. Na slici je
prikazan model.

Pravokutnici su prikazani sa dva ravnala. Komad konopca duljine duzine BD
priévrséen je od tocke A do kuta okomitog ravnala (tocka B). Konopac je zategnut
uz rub ravnala olovkom u tocki C.

Pomicanjem ravnala BD udesno, dok je uze zategnuto, tocka C crta polovicu
parabole.

Za upravljanje modelom u Sketchpadu, pomicite tocku D.

B

—

Kako to dokazati
Konstrukecija kliznim ravnalom crta parabolu. Mozete li dokazati da to ¢ini? Pokusajte
sami razviti dokaz ili rijesite sljedeca pitanja.
Pitanja
P8 Odredite zariste i ravnalicu uz pretpostavku da olovka u tocki C' crta parabolu.

P9 Za koje dvije duzine treba dokazati da su jednakih duljina uz pretpostavku da
olovka u tocki C' crta parabolu?

P10 Dopunite ovu tvrdnju:
|BC|+ |CA|=|BC|+

P11 Dovrsite dokaz.

Istrazite vise

1. KruZnice imaju razlicite duljine polumjera, ali su sve istog oblika. To se lako vidi
jer ako uzmemo neke dvije kruznice, onda jednu mozemo povecati ili smanjiti na
fotokopirnom stroju tako da se preklope.
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Vjerovali ili ne, sve parabole imaju isto svojstvo. Slicno kao sa kruznicama,
mozemo ih povecati/smanjiti na fotokopirnom stroju tako da se preklapaju.

Ne vjerujete? Otvorite sketch Skala.gsp u mapi Parabola - aktivnosti.

Prikazane su dvije parabole - jedna crvena, druga plava. Pomaknite jedini¢nu
tocku 71”7 na x-osi. Plava parabola ¢e ostati na mjestu, ali crvena parabola ¢e se
prilagoditi promjeni mjerila na x-osi i y-osi.

Buducdi da skaliranje na dvjema osima raste i smanjuje se istovremeno, jednadzba
crvene parabole (y = x?) se ne mijenja. Pomicanjem jedini¢ne tocke trebali biste
moci postié¢i preklapanje dviju parabola.
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Konstrukcije presavijenog pravokutnika Ime(na):

Sa samo jednim listom papira i jednom tockom na stranici, mozete stvoriti parabolu.
Bez ravnala i mjerenja!

Izrada fizickog modela

Potrebni materijal: Trebat ce vam pravokutni ili kvadratni komad vostanog papira
ili pek papir. Ako nemate ove materijale, upotrijebite obican list papira.

1.

. Kao sto je prikazano na slici, prek-

. Presavijte papir duz novog pregiba

. Nakon sto ste napravili desetak pre-

Oznacite® tocku A otprilike 2,5 cm
od dna papira i centrirano izmedu li-
jevog i desnog ruba.

[ 1N

lopite papir tako da tocka na don-
jem rubu padne izravno na tocku A.
Cvrsto pritisnite kako biste oznagili
taj pregib. Rasklopite pregib.

tako da druga tocka na donjem rubu
padne na tocku A. Rasklopite pregib
i ponovite postupak.

giba, pregledajte ih kako biste vidjeli
uocavate li nove uzorke.

. Nastavite savijati papir. Postupno biste trebali vidjeti dobro ocrtanu krivulju.

Postupak zahtijeva strpljenje.

. Razgovarajte o onome §to vidite sa svojim kolegama iz razreda i usporedite nji-

hove presavijene krivulje s vasima. Ako ovu aktivnost radite sami, preklopite
drugi list papira s tockom A dalje od donjeg ruba.

Pitanja

P1 Cini se da pregibi na vasem papiru tvore obris parabole. Gdje se nalaze njezino

zariste 1 ravnalica?

P2 Ako biste tocku A pomaknuli blize donjem rubu papira i presavili drugu krivulju,

kako mislite da bi se njezin oblik usporedio s prvom krivuljom?

3 Ako radite u razredu, neka uéenici postave A na razli¢ite udaljenosti od ruba. Ako radite sami,
napravite ovaj dio dvaput - jednom s A blizu ruba, drugi put s A dalje od ruba.

4Matematicari bi opisali skup pregiba kao skup pravaca koji definira envelopu pregiba, t. krivulju
koja u svakoj tocki dira jedan pravac iz danog skupa.
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Konstrukcija Sketchpadovog modela

Presavijte i rasklopite. Savijanje papira zahtijeva malo rada. Savijanje jednog ili dva
lista je zabavno, ali Sto bi se dogodilo ako biste htjeli nastaviti provjeravati ili testirati
za Sto vise razli¢itih polozaja tocke A? Morali biste postupak uvijek pocinjati s novim
listom papira, savijajuc¢i nove skupove pregiba.

Sketchpad moze pojednostaviti vas rad. S jednim skupom pregiba, mozete po-
maknuti tocku A na nove polozaje i gledati kako se pravci pregiba trenutno
prilagodavaju.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Otvorite novi sketch. Pomoc¢u Alata
za pravac nacrtajte vodoravni
pravac blizu dna zaslona. Ovaj
pravac predstavlja donji rub papira. pregib

. Nacrtajte tocku A iznad pravca, ot- A

prilike centrirano izmedu lijevog i
desnog ruba zaslona.

. Konstruirajte tocku B na vodorav- / B

nom pravcu.

Konstruirajte "pregib” koji nastaje kada se tocka B preklopi na tocku A.

Pomaknite tocku B duz njezinog pravca. Ako ste pravac pregiba konstruirali
toc¢no, trebao bi se prilagoditi novim polozajima tocke B.

Odaberite pravac® pregiba i odaberite Trag pravca iz izbornika Zaslon.

Pomaknite tocku B duz vodoravnog pravca kako biste stvorili skup pravaca preg-
iba.

Pomaknite tocku A na drugu lokaciju, a zatim, ako je potrebno, odaberite
Izbrisite tragove iz izbornika Zaslon.

Pomicite tocku B kako biste stvorili jos jedan skup pravaca pregiba. Ponovno
pracenje pregiba za svaki polozaj tocke A svakako je brze od presavijanja pa-
pira. Ali mozemo i bolje. Idealno bi bilo da se vasi pravci pregiba automatski
premjestaju dok povlacite tocku A. Sketchpadova moéna naredba Lokus to
omogucuje.

Iskljucite trag za izvorni pravac pregiba tako da ga odaberete i jos jednom oda-
berete Trag pravca iz izbornika Zaslon.

® Ako ne Zelite da vam tragovi izblijede, provjerite je li okvir Izblijedivanje Tragova tijekom vremena
neoznacen na ploci Boja u dijaloskom okviru Postavke.
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17. Sada odaberite pravac pregiba i tocku B. Odaberite naredbu Lokus iz izbornika
Konstrukcije. Pojavit ¢e se cijeli skup pregiba: lokus lokacija pregiba dok se
tocka B pomice duz svoje putanje. Ako pomaknete tocku A, pravci pregiba ée se
automatski prilagodavati.

Pitanja
P3 Kako se mijenja izgled krivulje pomicanjem tocke A blize vodoravnom pravcu?

P4 Kako se mijenja izgled krivulje pomicanjem tocke A dalje od vodoravnog pravca?

Igranje detektiva

Svaki pravac pregiba na vasem papiru dodiruje parabolu u to¢no jednoj tocki. Drugim
rijecima, svaki pregib je tangenta parabole.

Ukljucivanjem u detektivski rad mozete odrediti i diraliSta i koristiti ih za konstruk-
ciju samo parabole bez njezinih pregiba.

18. Otvorite sketch Presavijeni pravokutnik.gsp u mapi Parabola. Prikazan je
pravac pregiba (stil crte - debela) i pripadni lokus koji je veé na mjestu.

19. Pomaknite tocku B i primijetite da pravac pregiba ostaje tangenta parabole.
Tocno diraliste je presjek dvaju pravaca - pravca pregiba i drugog pravca koji
ovdje nije prikazan. Konstruirajte ovaj pravac u svojem sketchu kao i diraliste D.

20. Odaberite® tocku D i tocku B te odaberite naredbu Lokus iz izbornika Kon-
strukcije. Ako ste ispravno konstruirali tocku D, trebali biste vidjeti krivulju
koja se pojavljuje precizno u bijelom prostoru omedenom pregibima.

Kako to dokazati

Konstrukcija presavijenog pravokutnika ¢ini se da generira parabole. Mozete li to
dokazati? Pokusajte sami razviti dokaz ili rijeSite sljedece korake i pitanja.
Konstrukcija na slici trebala bi biti slicna vasoj konstrukeiji nacrtanoj u Sketchpadu.

Pravac EF (simetrala duzine AB) je pravac pregiba koji nastaje preklapanjem tocaka
B i A. Tocka D je tocka krivulje.

6Qdaberite lokus i poveéajte njegovu Sirinu kako bi bio lakse vidljiv.
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G /

e

Pitanja

P5 Pod pretpostavkom da tocka D crta parabolu, za koje dvije duzine treba dokazati
da moraju biti istih duljina?

P6 Upotrijebite poucak o sukladnosti trokuta kako biste dokazali da je AACD =
ABCD.

P7 Upotrijebite” klasi¢nu dafeiniciju parabole i rezultat iz P6 kako biste dokazali da
tocka D crta parabolu.

Istrazite vise

1. Otvorite sketch Tangentna kruznica.gsp u mapi Parabola. Prikazana je
kruznica sa sredistem u tocki C' koja sadrzi tocku A i dodiruje pravac u tocki B.
Pomaknite tocku B. Zasto tocka C' crta parabolu?

2. Parabola se moze opisati kao elipsa s jednim zariStem u beskonacnosti.

Otvorite sketch Konusna povezanost.gsp u mapi Parabola - aktivnosti.
Prikazana je kruznica iz konstrukcije Preklopljena kruznica. Pritisnite gumb za
slanje zarisne tocke u ”beskonacnost”. Tocka A - Zariste elipse i srediste kruznice
- pomicat ¢e se daleko izvan zaslona. Kako pomicanje tocke A utjece na izgled
vidljivog dijela kruznice? Usporedite ono sto vidite s konstrukcijom Preklopljeni
pravokutnik. Pojasnite sli¢nost.

3. Upotrijebite crtez iz vaseg dokaza parabole kako biste pokazali da je ZGDF =
ZADC'. Sketch Farovi.gsp u mapi Parabola - aktivnosti prikazuje posljedicu
ovog rezultata.

"Zapamtite, parabola je skup tocaka ravnine jednako udaljenih od fiksne tocke (zarista) i fiksnog
pravca (ravnalice).
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Konstrukcije kruznice koja se Siri Ime(na):

U ovoj aktivnosti istrazit cete malo poznatu konstrukciju parabole iz desetog
stolje¢a. Metoda potjece od Ibn Sine®, majstora svih zanata koji je bio lije¢nik, filozof,
matematicar i astronom!

Konstrukcija Sketchpadovog modela

1. Otvorite mnovi sketch. Odaberite
Pokazite mrezu u izbornika Graf.
Zatim odaberite Sakrijte mrezu da = e I ==
biste uklonili pravce mreze, a zadrzali Pk
x-0S 1 1-0s. r | 2

2. Oznacite ishodiste kao tocku A. | 2t f

3. Odaberite Alat za kruznicu. Kliknite S E| N ' | (A
na y-os iznad ishodista (tocka C'), a za- o
tim ispod ishodista (tocka B). Nacrtana 1
je kruznica sa sredistem u tocki C' koja t
prolazi kroz tocku B.

4. Konstruirajte tocku D, presjek kruznice i pozitivnog dijela y-osi.
5. Konstruirajte tocke F i F', presjeke kruznice i z-osi.

6. Konstruirajte tockama E i F' pravce okomite na x-os.

7. Konstruirajte pravac tockom D okomito na y-os.

8. Konstruirajte tocke G i H, sjecista tri nacrtana pravca.

9. Odaberite tocke? G i H i odaberite Trag Presjeka iz izbornika Zaslon. Pomicite
tocku C' duz y-osi i promatrajte krivulju koju crtaju tocke G i H. Nacrtana
krivulja je lokus tocaka G i H dok se tocka C' kre¢e duz y-osi.

10. Pomaknite tocku B na novi polozaj, ali ispod ishodista. Zatim, ako je potrebno,
odaberite IzbriSite trag iz izbornika Zaslon da biste izbrisali prethodnu
krivulju. Mijenjajuéi polozaj tocke B nacrtajte jos nekoliko krivulja.

8Kao odgovor onima koji su mu prigovarali da Zivot shvaéa lagodnije, Ibn Sina (oko 980. - 1037.)
je, kaze se, odgovorio: 7 Vise volim kratak zivot sa Sirinom nego uzak s duljinom.” Umro je u dobi od
58 godina.

9 Ako ne zZelite da vam tragovi izblijede, provjerite je li okvir Izblijedivanje Tragova tijekom vremena
neoznacen na ploci Boja u dijaloskom okviru Postavke.
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Za svaki novi polozaj tocke B, morate ponovno nacrtati krivulju.
Idealno bi bilo da se vasa parabola automatski prilagodava dok pomicete tocku B.
Moéna naredba Lokus u Sketchpadu to omogucuje.

11. Iskljucite tragove tocaka GG i H tako sto ¢ete ih odabrati i ponovno odabrati
naredbu Trag presjeka iz izbornika Zaslon.

12. Sada odaberite tocke G' i C. Odaberite Lokus iz izbornika Konstrukcija.
Ponovite to za tocke H i C. Nacrtat ¢ete cijelu krivulju: lokus tocaka G i H.
Pomicite tocku B kako biste mijenjali (ili promijenili) oblik krivulje.

Pitanja

P1 Dok povlacite tocku B, koje znacajke krivulje ostaju iste? Koje se znacajke mi-
jenjaju?

P2 Tvorac ove tehnike, Ibn Sina, naravno, nije imao Sketchpad dostupan u desetom
stolje¢u! Koliko bi se ova konstrukcija razlikovala kada bi je provodili klasi¢no,
crtanjem Sestarom i ravnalom?

Geometrijska sredina

Izgleda da metoda Sirenja kruznice crta parabole, ali da biste dokazali zasto, morat
¢ete znati ponesto o geometrijskoj sredini.

Geometrijska sredina x dvaju brojeva, a i b, jednaka je v ab.

Fkvivalentno, z* = ab.

Dakle, geometrijska sredina brojeva 41 9 je

V4.9 =6.

Moguce je geometrijski odrediti geometrijsku sredinu dvaju brojeva, a ne samo _
algebarski. Tocnije, ako dvije duzine imaju duljine a i b, mozemo konstruirati - bez Q\g‘
mjerenja - tre¢u duzinu duljine v ab. '

13. Otvorite Geometrijska sredina.gsp u mapi Parabola.

Prikazana je kruznica c¢ija je duljina promjera jednaka zbroju dviju duzina s
duljinama a i b postavljenih jedne pored druge. Tetiva okomita na promjer je
podijeljena na duzine jednakih duljina x.
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14. Upotrijebite Sketchpadov kalkulator za izracunavanje geometrijske sredine

duljina a i b. Usporedite ovu vrijednost s z.

Pitanja

P3 Druga stranica Geometrijska sredina.gsp prikazuje dokaz koji pokazuje da je

x geometrijska sredina od a i b. Dovrsite dokaz.

Kako to dokazati

S vasim znanjem geometrijske sredine,
sada mozete dokazati da tocke G i H kon-
strukcije kruznice koja mijenja polumjer
crtaju parabolu.

Buduéi da se polozaj tocke H mijenja
kako kruznica raste i smanjuje se, oznacen
je u nastavku kao (x,y), koristeéi vari-
jable kao koordinate. Kako bismo stvari
ucinili konkretnijima, pretpostavit ¢emo

da je |AB| = 3.

Pitanja

7

‘H =¥

¥

Pitanja koja slijede pruzaju detaljan dokaz. Mozete odgovoriti na njih ili prvo napisati

vlastiti dokaz bez ikakvih savjeta.

P4 Upisite duljine sljede¢ih duzina u terminima x i y:

AF| =
AD|=___
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P5 Primjenite svoje znanje o geometrijskoj sredini kako biste jednadzbom prikazali
vezu duljina duzina AB, AF' i AD. Je li to jednadzba parabole?

P6 Navedite argument koji objasnjava zasto tocka GG takoder prati parabolu.

P7 Prepisite svoj dokaz, ovaj put ga ucinivsi opéenitijim. Neka je |AB| = s.

Istrazite vise

1. Otvorite sketch Pravi kut.gsp u mapi Parabola. Kut ZDEB je konstruiran
kao pravi kut. Pomaknite tocku F i promatrajte trag tocke GG i njezinu refleksiju
G'. Objasnite zasto je ovaj sketch u biti isti kao konstrukcija Sirece kruznice.

Projekti parabole

Projekti u nastavku prosiruju vase znanje o paraboli u novim smjerovima i idealni su
za prezentacije u razredu.

1. Izradite vlastiti fizicki model konstrukcije kliznog ravnala.

2. Izradite prilagodeni alat koji automatski crta parabolu s obzirom na ravnalicu i
zarisnu tocku.

3. U konstrukciji presavijenog pravokutnika, dobili ste pravac pregiba koji nastaje
kada se tocka B presavije na tocku A konstruiranjem simetrale duzine AB. Za-
mislite sada da Sketchpadove naredbe Poloviste i Okomiti pravac ne rade.
Kako mozete konstruirati pravac pregiba bez njih?

Na slici je dana jos jedna moguénost. Potjece od matematicara Fransa van
Schootena iz sedamnaestog stoljeca i prikazuje romb EBF A s proreznom sipkom koja
prolazi kroz tocke E i F'.

Otvorite sketch Romb.gsp u mapi Parabola - aktivnosti i poigrajte se s mod-
elom. Po ¢emu je ovaj model slican konstrukciji presavijenog pravokutnika? Koja je
uloga romba?

¢
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3. Hiperbola

Izvornik crteza je knjiga iz 1656. godine
Frans van Shooten: Exercitationum Mathematicorum, Liber IV,
Organica Conicarum Sectionum in Plano Descriptione
(Traktat o uredajima za crtanje konika)
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Pregled poglavlja

Sjene koje baca na zid svjetiljka s cilindri¢nim
sjenilom. Putanje kometa koji ulaze u unutarnji
Suncev sustav, a zatim ga zauvijek napustaju.
Zrcala u mnogim reflektiraju¢im teleskopima.
Sve su to primjeri hiperbolickih krivulja.

Slika prikazuje dvostruki stozac koji je pre-
sije¢en ravninom paralelnom s dvjema izvodni-
cama. Presjek (”"konusni presjek”) je hiperbola.
Nakon uvoda i klasi¢ne definicije hiperbole u ak-
tivnosti 1., razne tehnike konstrukcije hiperbole
predstavljene su u aktivnostima II. i III.
Ukupno ¢ete pronaé¢i sedam metoda konstruk-
cija. Otvorite visestrani¢ni sketch Obilazak
hiperbole.gsp u mapi Hiperbola - ak-
tivnosti za praktican pregled slajdova.

I. Uvod u hiperbolu

Kada ravnina sijece obje polovice
dvostrukog konusa, rezultat je hiper-
bola. Ravnina ne mora biti paralelna s
ost dvostrukog konusa.

Zlatnici ¢ekaju tragace za blagom koji uspjesno primijene definiciju udaljenosti

hiperbole.

II. Konstrukcija koncentri¢cnih kruznica

Definicija udaljenosti hiperbole sluzi kao odskoéna daska za dvije konstrukcije
hiperbole: jednu izgradenu od koncentri¢nih kruznica, a drugu od rotirajuceg

ravnala.

II1. Projekti s hiperbolom

Zaokruzite poglavlje s jos hiperbolskih poslastica.
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Uvod u hiperbolu Ime(na):

Sto je potrebno da se pronade zakopano blago? Karta, lopata - i biste li vjerovali,
hiperbola ili dvije? Da, s ne vise od dvije hiperbole mozete pronaci skriveno zlato. Bit
¢ete na svom putu kada naucite definiciju ove krivulje.

Sto je hiperbola

Evo klasi¢ne definicije hiperbole:

Hiperbola je skup svih tocaka P ravnine takav da je apsolutna vrijednost
razlika od P do dvije fiksne tocke (Zarista) konstantna.

Ako otvorite sketch Hiperbola.gsp u mapi Hiperbola - aktivnosti, vidjet ¢ete
hiperbolu zajedno s njezinim zaristima, F; i F5. Svaka hiperbola sastoji se od dvije
odvojene grane. Tocka P trenutno se nalazi na lijevoj grani hiperbole.

Za elipsu, zbroj udaljenosti od svake tocke na krivulji do dva zarista ostaje konstan-
tan. Ali za hiperbolu, razlika tih udaljenosti ostaje konstantna.

Naravno, razlika dvaju brojeva je ili pozitivan ili negativan broj, ovisno o redoslijedu
oduzimanja. Ako pomaknete tocku P duz lijeve grane hiperbole, a zatim je pomaknete
na desnu granu, vidjet ¢ete da se vrijednost |PF»| — | PF}| mijenja iz pozitivne u nega-
tivnu.

Za hiperbolu, apsolutna vrijednost ||PFy| — |PF|| ostaje konstantnal.

Svaka hiperbola takoder ima dva pravca povezana s njom: asimptote. Pritisnite
gumb Prikazi asimptote da biste ih vidjeli. Dvije grane hiperbole priblizavaju se tim
pravcima, ali ih nikada ne dodiruju. Drugim rije¢ima, udaljenost izmedu grana i asimp-
tota priblizava se nuli, ali nikad nije 0.

'Pomicanjem bilo koje zarisne tocke na novu lokaciju promijenit ée se vrijednost ove konstantne
razlike.
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’X” je mjesto

Legenda kaze da se na otoku Keypress nalazi zakopana skrinja s blagom puna zlata.
Nakon godina trazenja, pronalazite sljedec¢u biljesku:

Moje blago je dvije milje dalje od divovskog kamena (tocka B) nego
svjetionik (tocka L). Takoder je jednu milju dalje od Spilje (tocka C)
nego zatvor (tocka J).

Otvorite sketch Blago.gsp u mapi Hiperbola - aktivnosti da biste vidjeli savjete
u biljesci. Mozete li tocno odrediti mjesto gdje je blago zakopano?

Kao pomoé, sketch sadrzi dvije hiperbole: jednu sa zaristima u B i L, drugu sa
zaristima u C'i J. Konstantnu razliku povezanu sa svakom hiperbolom mozete prom-
jenom duljine duzine koja se nalazi uz lijevi rub sketcha.

Objasnite svoju metodu i zasto funkcionira.
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Konstrukcija koncentriénim kruznicama Ime(na):

Koncentriéne kruznice su kruznice koje imaju zajednicko srediste. U ovoj aktivnosti
koristit ¢ete dva skupa koncentri¢nih kruznica za ruc¢no crtanje hiperbole. Zatim céete
prenijeti ovu tehniku u Sketchpad kako biste nacrtali hiperbolu ¢iji se oblik i veli¢ina
mogu prilagoditi jednostavnim pomicanjem misa.

Crtanje hiperbole rukom

Na crtezu su prikazana dva skupa koncentri¢nih kruznica. Jedan skup kruznica sa
sredistem je u tocki F1, a drugi u tocki Fy. Za svaki skup, polumjeri kruznica poveéavaju
se za 1, od 1 jedinice sve do 7 jedinica.

Tocke F i Fy su zarista beskonac¢enog broja hiperbola, ali nas zanimaju samo dvije:
jedna hiperbola koja sadrzi tocku A i druga koja sadrzi tocku B.

P1 Koliko su jedinica udaljene tocke A i F}? Koliko su jedinica udaljene tocke A i
F5? Kolika je numericka vrijednost |AFy| — |AF3|?

P2 Pronadite i oznacite barem 16 tocaka koje se nalaze na bilo kojoj grani hiperbole
tockom A. Objasnite kako ste ih pronasli.

P3 Pronadite i oznacite barem 16 tocaka koje se nalaze na bilo kojoj grani hiper-
bole koja prolazi kroz tocku B. (Koristite olovku u boji.) Objasnite kako ste ih
pronasli.

P4 Koristeéi tocke koje ste odredili, nacrtajte dvije hiperbole.
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Bacanjem dva kamena u mirno jezerce mozete stvoriti animiranu verziju kon- @'
centri¢nih kruznica. Otvorite sketch Valovi.gsp u mapi Hiperbola - aktivnosti i =
podmapi Konstrukcija koncentri¢nih kruznica i pritisnite gumb Animirajte da

biste vidjeli neke valove i njihove pratec¢e hiperbole.

Ispitivanje Sketchpadovog modela

Sada kada ste ru¢no nacrtali neke hiperbole, vrijeme je da ispitate jednu dinamicnu: Y
hiperbolu koja mijenja oblik kako se njezini dijelovi pomicu. 6\5

Otvorite sketch Koncentriéne kruznice.gsp u mapi Hiperbola - aktivnosti i
podmapi Konstrukcija koncentriénih kruznica.

Prikazane su dvije kruznice - jedna crvena, druga plava. Veli¢ine ovih dviju kruznica
kontroliraju segmenti na slici. Crvena kruznica ima polumjer BC i srediste Fy, plava
kruznica ima polumjer AC i srediste F,. Za upravljanje ovim modelom, pomicite tocku
C'. Dok to radite, polumjeri ¢e se prilagoditi i ostati jednaki AC' i BC'. Istovremeno,
pratit Cete sjecista dviju kruznica. Povucite tocku C' desno od tocke B, a zatim natrag
lijevo od tocke A.

&————e polumjer crvene kruznice
e———e polumjer plave kruznice

Pitanja
P5 Dok pomicete tocku C', polumjeri obje kruznice mijenjaju duljine. Ipak, postoji
odnos izmedu dva polumjera kad god se tocka C' nalazi desno od tocke B ili lijevo

od tocke A. Koji je to?

P6 Objasnite zasto sjecista dvije kruznice crtaju hiperbolu.
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P7 Odaberite dvije kruznice na zaslonu, odaberite Trag kruznica u izborniku Za-
slon, a zatim pomaknite tocku C.

Na temelju provedenog eksperimenta opisite slicnosti izmedu vase konstrukcije
pomocu Sketchpada i tehnike koncentriénih kruznica.

Metoda rotirajuceg ravnala

Otvorite sketch Rotirajuce ravnalo.gsp u mapi Hiperbola - aktivnosti i podmapi
Konstrukcija koncentriénih kruznica. Vidjet ¢ete model ispod.

Pravokutnik predstavlja ravnalo koje rotira oko fiksne tocke Fj.
Konopac je priévrséen od tocke Fy do kuta ravnala (tocka B).
Konopac je zategnut uz rub ravnala olovkom u tocki A.

Pomicanjem olovke prema gore uz rub ravnala, ravnalo ¢e se rotirati dok tocka A
crta dio hiperbole. Za upravljanje Sketchpadovim modelom pomaknite tocku B.

Ff F,

Kako to dokazati

Mozete li dokazati da rotirajuce ravnalo crta hiperbole? PokuSajte sami razviti dokaz
ili rijesite sljedeca pitanja.
Pitanja

P8 Ako olovka u tocki A doista crta hiperbolu sa zaristima u Fy i F3, za koju vri-
jednost morate dokazati da je konstantna?

P9 Objasnite zasto vrijedi sljedec¢a jednakost:
(|BA| + |AF3|) — (|BA| + |AF1|)| = konstanta

P10 Dovrsite dokaz.
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Projekti s hiperbolom

Projekti u nastavku prosiruju vase znanje o hiperboli u novim smjerovima i idealni su
za prezentacije u razredu.

1.

U Konstrukciji presavijene kruznice (Poglavlje 1.) odabrali ste tocku B unutar
kruznice, a zatim ste kruznicu vise puta presavili tako da su tocke na njezinomom
rubu lezale na B. Obrisi pregiba formirali su elipsu.

Ako ste spremili sketch iz te aktivnosti, otvorite ga. Ako ne, otvorite Revizija
presavijene kruznice.gsp u mapi Hiperbola i podmapi Projekti hiperbole.

Sto ¢e se dogoditi kada se tocka B nalazi izvan kruznice? Pomaknite tocku B da
biste saznali. (Mozda biste htjeli modelirati ovu konstrukeciju i papirom - nacrtajte
kruznicu na listu papira iz biljeznice, oznacite tocku B izvan kruznice, a zatim
tocku B viSe puta presavijte na razli¢ite tocke na rubu kruznice.)?

Mozete li dokazati da ova modificirana konstrukcija generira hiperbole? Da biste
to ucinili, morat ¢ete pronaci koja je tocka duz svakog pravca pregiba diraliSte
tangente na hiperbolu.

. U Projektu 1. konstruirali ste pravac pregiba koji nastaje kada se tocka C' preklopi

s tockom B konstruiranjem simetrale duzine BC. Zamislite sada da su naredbe
Okomica i Poloviste u Sketchpadu neispravne. Kako mozete konstruirati pravac
pregiba bez njih?

Poveznica u nastavku od matematicara iz sedamnaestog stolje¢a Fransa van
Schootena nudi jednu moguc¢nost. Prikazuje romb FFBGC' s prorezanim Stapom
koji prolazi kroz tocke F' i G.

Kojoj svrsi sluzi romb? Po ¢emu je ovaj model slican onom iz Projekta 1.7

2Savjet: U konstrukciji presavijene kruznice tockama A i C nacrtati duzinu. Pokusajte nesto sliéno

ovdje.
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_ 3. Otvorite sketch van Schooten.gsp u mapi Hiperbola - aktivnosti i podmapi
6\3 Projekti hiperbole. Prikazan je model iz sedamnaestog stolje¢a matematicara
Fransa van Schootena. Pomaknite tocku C' i promatrajte trag tocke F.

Mozete li dokazati da tocka E crta hiperbolu? Druga stranica sketcha sadrzi neke
savjete za pocetak.

4. Sketch Tangentne kruznice.gsp u mapi Hiperbola i podmapi Projekti
hiperbole prikazuje kruznicu ¢z (crvenu) koja dira kruznice ¢; i c¢y. Pritisnite
gumb Animirajte i promatrajte putanju tocke C' sredista kruznice cs.

Mozete li dokazati da C' crta hiperbolu?

4\ A
6\; 5. Pravokutne hiperbole imaju oblik zy = ¢, gdje je ¢ konstanta.

Otvorite visestranicni sketch Podruéje.gsp u mapi Hiperbola - aktivnosti i
podmapi Projekti hiperbole kako biste saznali vise o nekim primjenama ove krivulje.



4. Optimizacija
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Pregled poglavlja

Sto je zajednicko goruéem Satoru, kruznom
bazenu i kaubojki?

Nista, mozda, osim §to se sva tri pojavljuju u
ovom poglavlju u problemima geometrijske op-
timizacije.

Mozete li pronaci brz put do svog goruceg Satora
prije nego sto ostane samo pepeo?

Mozete li plivati do svog prijatelja uz minimalan
napor?

Mozete li pomoci kaubojki da dovede svog konja
do hrane i vode crtanjem najkrace udaljenosti

\

jahanja? o Elipse se ne smatraju standardnim
Obicno se tema optimizacije ne pojavljuje sve 7 ...~ gasenje pozara, ali mozda
do diferencijalnog racuna, i tamo se obraduje bi trebale biti ..
algebarski.

Diferencijalni racun je izvrstan alat, ali nije jedini nacin za rjeSavanje optimizaci-
jskih problema.

Postoji samo jedan preduvijet za ovo poglavlje - konstrukcija pribadacama i
konopcem iz prvog poglavlja.

Samo s tim, spremni ste pristupiti problemima optimizacije iz Cisto geometrijske
perspektive. Slijedite aktivnosti navedenim redoslijedom - poredane su tako da se
nadovezuju jedna na drugu.

I. Problem goruceg Satora

Vas sator za kampiranje je u plamenu, matematika vam priskace u pomo¢ dok
odredujete optimalno mjesto za prikupljanje prijeko potrebne vode.

II. Problem bazena

Lijen dan u bazenu postaje matematicki kada pristanete kupiti sljede¢u rundu
ledenih ¢ajeva za prijatelja. Mozete li prona¢i najkrac¢u udaljenost za veslanje bez
da se oznojite?

II1. Optimizacijski projekt

Primijenite svoje znanje o optimizaciji na ovu kaubojsku zagonetku.



62 Konusni

Problem goruceg Satora Ime(na):

Razmotrite sljedec¢u situaciju:

Ah, prekrasna priroda. Kampiranje, svjezi zrak, zvjezdano noéno nebo i - vatral
Vas sator gori! Sreé¢om, vi (u tocki V') imate kantu u ruci.

Odlugili se tréati do ruba rijeke, napuniti kantu i potréati do svog satora (tocka T")
kako biste ugasili plamen.

Kamo biste se prema rijeci trebali uputiti kako biste smanjili ukupnu udaljenost
tréanja? Slika ispod prikazuje jednu mogucu lokaciju - tocku P - do koje biste mogli
trcati.

.’ \
Y (#i) 1" (Sator)

p
rijeka
Ovo je primjer problema optimizacije. Pokusavate optimizirati udaljenost |Y P| +
| PT| kako biste je ucinili $to manjom.!

Ovaj se problem moze rijesiti algebarski, ali postaje vrlo kompliciran. Umjesto toga,
istrazit Cete situaciju geometrijski, prvo Spagom, zatim Sketchpadom.

Izrada fizickog modela

Potrebni materijal: Trebat ée vam list papira (veci je bolji), malo Spage, olovka, ravnalo i
liepljiva traka.

1. Nacrtajte pravac na papiru koji predstavlja rub rijeke. Ostavite prostor ispod
pravca koji predstavlja vodu. Nacrtajte dvije tocke, Y i T', koje predstavljaju vas
i sator.

2. Odrezite komad konopa i pri¢vrstite njegove krajeve ljepljivom trakom ili pri-

bada¢ama na tocke Y i T'. Ako se konop ne proteze ispod ruba rijeke kada se
pri¢vrsti, odrezite duzi komad ili premjestite Y i T

'Da, priznajemo: Da nam $ator stvarno gori, ne bismo ni mi stali rac¢unati!
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Pitanja

P1 Bez ikakvih mjerenja, upotrijebite konop kako biste pronasli optimalno mjesto uz
rijeku za prolazak. Objasnite svoju metodu.

Problem goruceg Satora moze se rijesiti na nekoliko nacina. Pitanja koja slijede opisuju
jednu posebno zanimljivu tehniku. Dok odgovarate na pitanja, razmislite o slicnostima
izmedu vase metode za pronalazenje optimalnog mjesta uz rub rijeke i one predstavljene
ovdje.

Prije nego sto pocnete, provjerite je li vas konop postavljen kao i prije, s krajevima
pri¢vrséenima za tocke Y i T'. Konop treba biti dovoljno dug da se proteze ispod ruba
rijeke kada se pri¢vrsti.

P2 Olovkom zategnite konop tako da vrh olovke bude izravno na rubu rijeke. Na-
zovite tu tocku P. Tocka P je jedna lokacija uz rijeku do koje biste mogli trcati.
Vjerojatno nije najbolja lokacija, ali ¢e posluziti kao pocetna pretpostavka.
Pomoc¢u konopca pronadite drugu tocku uz rub rijeke ekvivalentnu tocki P u
ukupnoj udaljenosti trcanja. Opisite kako ste pronasli tocku.

P3 Zanemarite na trenutak kontekst ovog problema. Upotrijebite konac i olovku za
crtanje svih tocaka, bilo na kopnu ili u vodi, ekvivalentnih P u ukupnoj udalje-
nosti. Opisite ovaj skup tocaka.

Koju ste krivulju nacrtali?
P4 Upotrijebite krivulju iz P3 za odredivanje dva intervala na rubu rijeke: one

lokacije ¢ija je ukupna udaljenost tréanja manja od one P-ove i one lokacije
¢ija je ukupna udaljenost tréanja veca od one P-ove.

Objasnite kako ste pronasli ove intervale.

P6 Kako biste trebali postupiti kako biste pronasli optimalnu lokaciju uz rijeku?

Izrada Sketchpadovog modela

Ideje iza rjeSenja konopcem za problem goruéeg Satora mogu se primijeniti na odgo-
varajuéi Sketchpadov model. Evo kako:

3. Otvorite sketch Goruéi Sator.gsp u mapi Optimizacija - aktivnosti i
podmapi Problem goruéeg Satora. Vidjet ¢ete "vas” (tocka Y'), sator (tocka
T) i tocku P uz rijeku do koje biste mogli tréati.

4. Odaberite mapu Elipsa - aktivnosti i podmapu Elipsa projekti u kojoj je
Zarista i tocka.gsp. Prilagodeni alat uzima bilo koje tri tocke - Fy, Fo i P - i
konstruira elipsu sa zZaristima u F; i Fy, koja sadrzi tocku P.2

2Mozda ste izgradili takav alat ako ste radili Projekt 6. iz mape Elipsa - aktivnosti i podmapi
Elipsa projekti (Projekti elipse na stranici 29.). Ako jeste, upotrijebite ga umjesto toga.



64 Konusni

Pitanja
P6 Upotrijebite alat Elipsa sa zariStem kako biste pronasli optimalnu lokaciju
rijeke za tréanje. Kakav je odnos izmedu elipse i rijeke na optimalnoj lokaciji?
P7 Moze li postojati vise od jedne optimalne lokacije za ravnu rijeku? Objasnite.

P8 Nacrtajte zavojitu rijeku (ruéno, ako zelite) za koju postoje dvije optimalne
lokacije za trcanje. Ukljucite elipsu u svoj crtez kako biste obrazlozili svoj odgovor.

P9 Pretpostavimo da je bez obzira kamo ste trcali prema rijeci, ukupna udaljenost od
vas (tocka Y ) do rijeke i do Satora (tocka T') ista. Kako bi takva rijeka izgledala?

Tehnika refleksije (tj. osne simetrije)

Problem goruéeg Satora prilicno je star. Pojavljuje se u knjizi iz 1917. godine,
Zabava v matematici, velikog majstora zagonetki Henryja Ernesta Dudeneya, gdje se
naziva ”Zagonetka mljekarice”.

Dudeneyjeva metoda rjesavanja problema potpuno se razlikuje od one koju ste
upravo koristili. Slijedite dolje navedene korake kako biste razumjeli njegov pristup.

5. Otvorite sketch Refleksija.gsp u mapi Optimizacija-aktivnosti i podmapi
Problem goruceg Satora. Vidjet Cete sebe (tocka Y'), Sator (tocka T') i
proizvoljnu tocku P duz rijeke do koje biste mogli trcati.

6. Dvaput kliknite pravac koji predstavlja rub rijeke kako biste ga oznacili kao zrcalni
pravac odraza. Pravac bi trebao kratko bljesnuti kako bi naznacio da je oznacen.

7. Odaberite tocku T' pomocu alata Strjelica. Zatim odaberite Zrcalite u izborniku
Transformacije kako biste odrazili tocku T preko ruba rijeke. Oznacite odrazenu
tocku kao T".

8. Tockama P i T" nactajte duzinu PT".

Pitanja
P10 Objasnite zasto sljedeca jednakost vrijedi za bilo koji polozaj tocke P:
[YP| + |PT| = |YP| + |PT|

P11 Na temelju jednakosti iz P10, objasnite kako pronaci optimalni polozaj tocke P.
Zatim upotrijebite alat elipse kako biste vidjeli daje li isti rezultat.

P12 Rijesite ovaj problem zrcaljenjem tocke Y umjesto tocke T'.
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Problem s bazenom Ime(na):

Sada kada ste ugasili plamen goruceg Satora, Sto kazete na zasluzeni odmor? Samo
ste vi, prijatelj i bazen. Ali zar ne biste znali - elipsa iz problema sa Satorom se vraca!
Citajte dalje . ..

Caj za dvoje

Vi (u tocki Y') i vas prijatelj (u tocki F') plutate na napuhanim lezaljkama u kruznom
bazenu. Konobari su postavljeni oko ruba bazena, a na vama je red da kupite dva

ledena caja.

Morat Cete veslati do ruba, kupiti pice i jedno dostaviti svom prijatelju. Gdje biste
uz rub bazena trebali veslati kako biste minimizirali ukupnu udaljenost?

Slika ispod prikazuje jedan moguci put.

Otvorite prvu stranicu sketcha Problem s bazenom.gsp u mapi Optimizacija-
aktivnosti i podmapi Problem s bazenom.

Osim bazena, vidjet Cete elipsu sa zaristima u tockama Y i F' koja prolazi kroz
proizvoljnu tocku P na kruznici.

Pomaknite tocku P. Elipsa se sama prilagodava, a Y i I ostaju Zarista.?

3Pokusajte promijeniti lokaciju tocaka Y i F. Pritisnite gumb Reset kada zavrsite.
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Pitanja

P1 Uocite da postoje cetiri polozaja tocke P u kojima elipsa dodiruje kruznicu. Kao i
kod Goruceg Satora, ove lokacije su posebne. Upotrijebite ¢etiri nacrtane kruznice
za crtanje Cetiri tangentne elipse.

F (prijatel)) F (prijatel))

¥l

}; (vi)

& (pl:y'ate[j) F (prijatelf)

I; (vi)

Y (vi)

P2 Sada otvorite drugu stranicu sketcha i pomaknite tocku P. Prikazana su cetiri
polozaja tocke na kruznici - P, do P5 - odgovaraju diralistima koje ste nacrtali
gore. Sketch takoder ukljucuje jos dvije tocke, P; i Fs, kao odgovor.

Ovdje, bez odredenog redoslijeda, nalaze se opisi lokacija P, do Ps:

e Ova lokacija daje najkra¢u ukupnu udaljenost veslanja.
e Ova lokacija daje najduzu ukupnu udaljenost veslanja.
e Ova lokacija nije najbolja, ali je bolja od svih obliznjih lokacija s obje strane.

e Ova lokacija nije najgora, ali je gora od svih obliznjih lokacija s obje strane.

Spojite opise s lokacijama. Objasnite kako su vam polozaji elipse, u odnosu na
bazen, omogudili da izvucete svoje zakljucke.

P3 Od najkrac¢e ukupne udaljenosti veslanja do najdulje, poredajte cetiri lokacije
Py, P, Py i Ps.
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P4 Na slici su dana dva medusobno okomita pravca za graficki prikaz. Horizontalna

P5

P6

os predstavlja polozaje uz rub bazena. Radi prakti¢nosti, Sest mjesta je oznaceno
- P, do Fs. (Zamislite rub bazena odrezan, a zatim izravnan u duzinu.) Vertikalna
os predstavlja ukupnu udaljenost potrebnu za veslanje do vaseg prijatelja.

Koristite informacije iz P, i P3 za crtanje grubog grafa polozaja uz rub u odnosu
na ukupnu udaljenost veslanja. Graf ne mora predstavljati stvarne udaljenosti;
radije nastojte da oblik grafa i relativne visine na P; do Py su Sto to¢nijima.

udaljenost do
veslanja

% & &8 &

P1P2 P3 P4 P4P6

lokacija uz rub bazena

Vjerovali ili ne, upravo ste malo ra¢unali! U racunu koristimo sljedece termine za
opis tocaka na grafu: apsolutni maksimum, apsolutni minimum, relativni maksi-
mum, relativni minimum.

Napravite informiranu pretpostavku o znacenju ovih pojmova, a zatim spojite

pojmove s tockama P, do Ps.

Ako otvorite trecu stranicu sketcha Problem s bazenom.gsp i pritisnete gumb
Prikazite graf, vidjet ¢ete graf iz P4. Eksperimentirajte s njegovim oblikom pom-
icanjem polozaja tocaka Y i F.

Za koji polozaj tocaka Y i F' bi cijeli graf bio horizontalan ili gotovo vodoravan?
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Optimizacijski projekt

Projekt u nastavku temelji se na vasem znanju iz Problema goruceg Satora i Prob-
lema s bazenm.

Problem Kaubojke

(\Eﬁ Otvorite sketch Kaubojka.gsp u mapi Optimizacija-aktivnosti i podmapi Prob-
lem kaubojke i razmotrite sljedecu situaciju:

Kaubojka zeli dati svom konju malo hrane i vode prije povratka u svoj Sator.
Pocinje u tocki C'i odlucuje putovati prvo do pasnjaka, zatim do rijeke, a zatim
natrag u svoj Sator.

Kojim putem treba krenuti kako bi smanjila udaljenost jahanja?

pasnjak C (Kaubojka)

T (sator)

rijeka

o
¢
Rijesite ovaj problem na dva nacina®: elipsama (koristite prilozeni prilagodeni alat

u Demo modeli.gsp) i refleksijom (osnom simetrijom). Mijenja li se vase rjesenje ako
Kaubojka odluc¢i prvo putovati do rijeke, a zatim na pasnjak?

4Tocke A i B su dvije moguée lokacije na koje kaubojka moze odvesti svog konja
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Pocetak: Kada kruznica nije kruzni-
ca? (stranica 7)

Preduvjeti:

Nista.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik.

Vrijeme aktivnosti:

10 minuta.

Opée napomene:

Ova aktivnost pruza brzi uvod za pocetnike o
elipsama i njihovim zaristima.

Dodatne aktivnosti:

Nastavite s konstrukcijom pomocu pribadaca
i konopca.

Konstrukcija s pribadacama i konop-
cem (stranica 8)

Preduvjeti:

Definicija ”zarisnih tocaka” (obradeno u
prethodnoj aktivnosti, Pocetak).

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik. Ucenici koriste Sketchpadove
alate za mjerenje i izracun.

Vrijeme aktivnosti:

40-50 minuta.

Opée napomene:

Ova aktivnost uvodi klasicnu definiciju
elipse:

Skup svih toéaka P takvih da je |PFy|+
|PFy| konstantan za fiksne tocke Fy i F;.

Kao alternativu koristenju ploce od
pluta i pribadaca, mozete izgraditi svoj
model lijepljenjem krajeva konopca na ve-
liki komad papira.

Ucenicima ¢e mozda trebati pomoé
pri prelasku s modela s pribadacama i
konopcem na definiciju udaljenosti uve-
denu u pitanjima 9 i 10.

Dodatne aktivnosti:

I aktivnosti Konstrukcija koncentri¢nih
kruznica i Neki odnosi elipse su dobar iz-
bor.

Izrada fizickog modela

P1 Elipsa je simetritna obzirom na dva
pravca. Ovi pravci (kako je definirano
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u pitanju 7) su okomiti i nazivaju se
glavna i sporedna os.

Presjek dviju osi je srediste elipse. Elipsa ima
rotacijsku simetriju od 180° oko svog sredista.

P2 Kada su krajevi konopa udaljeniji,
elipsa je "tanja” i izduZzenija.

P3 Kada su krajevi konopa blizu jedan

drugome, elipsa je ”deblja” i izgleda

vise kao kruznica.

P4 Olovka ¢e nacrtati Ovo i
sljedece pitanje ilustriraju dva ”de-
generirana” slucaja elipse: pravac i

kruZznica.

pravac.

P5 Kada su oba kraja konopa pri¢vrséena
na istu pribadac¢u, olovka 1 niti
tvore Sestar. Tako ¢e olovka nacrtati

kruznicu.

P6 Tvoj prijatelj bi trebao znati duljinu
konopa i udaljenost izmedu pribada-
¢a. (Naravno, bilo bi tesko toc¢no re-
producirati elipsu bez znanja koliko
konopa si upotrijebio za vezanje uzlova

oko pribadacal)

P7 Osi mozete definirati kao dvije okomite
duzine simetrije, pri ¢emu dulja duzina
(glavna os) sadrzi zarista. Osi mozete
definirati i kao najdulju i najkracu
duzinu 7sredistem” elipse. Sto se
dogada kada je elipsa kruznica? Imaju

li kruznice glavne i sporedne osi?

P8 Preklopite papirnatu elipsu dva puta
tako da se njezini rubovi savrSeno
poravnaju svaki put. Dulji pregib je

glavna os.

Otkrijmo uljeza

P9 Nacrtajte duzine od tocke A do Fi i Fb.
Oni predstavljaju konopac pri¢vrséen
za Fy i F5 zategnut. Izmjerite duljine
duzina i zatim ih zbrojite. Sada nacr-
tajte duzine koje se protezu od tocke

B do zarista i od totke C do zarista.
Kao i kod tocke A, izracunajte |BFy| +
|BF3| i |CFy| 4+ |CFy|. Vidjet ¢ete da
je zbroj duljina konopa do tocke A jed-
nak zbroju duljina konopa do tocke B.
Medutim, zbroj za tocku C je nesSto
manji. Dakle, tocka C' ne lezi na elipsi
koja prolazi kroz tocke A i B.

P10 Elipsa je skup tocaka P takav da je
sljedeca vrijednost konstantna za sve
polozaje toctke P: |PFi| + |PFs|, gdje

su Fy i Fy zarista.

Konstrukcije koncentricnih kruznica
(stranica 10)

Preduvjeti:

Definicija elipse (o ¢emu se raspravljalo
u prethodnoj Konstrukciji pribadacama i
konopcem).

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Srednja razina. Ucenici koriste naredbu
Kruznica:srediste4polumjer iz izbornika
Konstrukcije i slijede korake prosirene
konstrukcije. Alternativno, pocetnici mogu
pogledati unaprijed izgradeni sketch Kon-
centri¢ne kruznice.gsp (mapa Elipsa
- aktivnosti i podmapa Koncentriéne
kruznice konstrukcija).

Vrijeme aktivnosti:

50-60 minuta. Ako je vremena malo, koristite
unaprijed pripremljeni sketch Koncentriéne
kruznice.gsp (mapa Elipsa- aktivnosti
i podmapa Koncentriéne kruznice kon-
strukcija).

Opée napomene:

Ova aktivnost pruza puno vjezbe u primjeni
klasi¢ne definicije elipse. U¢enicima ¢e mozda
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trebati pomo¢ u razumijevanju kako se kon-
centricne kruznice mogu koristiti za mjerenje
udaljenosti.

Dodatne aktivnosti:

I aktivnosti Neki odnosi elipse i Konstrukcija
presavijene kruznice su dobar izbor.

Crtanje elipsa ruéno

P1 Tocka A lezi na kruznici sa sredistem u
Fy i polumjerom 3. Dakle, |AF)| = 3
jedinice. Sli¢no, |AF,] = 2 jedinice.
Dakle, |AF1| + |AF| = 5 jedinica.

P2 Sve tocke P koje leze na elipsi koja pro-
lazi kroz tocku A moraju zadovoljavati
jednakost |PFi| 4+ |PF3| = 5 jedinica.

Pogledajte sliku ispod.

P3

Sve tocke P koje leze na elipsi koja pro-
lazi kroz tocku B moraju zadovoljavati
jednakost |PFy| + |PFy| = 8 jedinica.

Konstrukcija Sketchpadovog modela

P5 Bez obzira na polozaj tocke C, zbroj
dva polumjera - |AC| + |CB| - jednak
je konstantnoj duljini |AB].

P6 Neka je P tocka presjeka dviju
kruznica. Tada udaljenost od P do Fj je
|AC|, a udaljenost od P do F je |CB].
Zbrajanjem ove dvije duljine govorimo
da je zbroj udaljenosti P od Fy i F>

jednak |AC|+|CB| = |AB|, sto je kon-
stanta. Dakle, tocke presjeka kruznica
predstavljaju sve tocke ¢ije udaljenosti
od Fj i F, daju konstantu |AB|.
P7 Udaljenost izmedu F; i F» mora biti
manja od duljine |AB.
P8 Pomicanjem tocke C' duz AB nas-
taju dva skupa koncentri¢nih kruznica
- jedan sa sredistem u Fp, drugi sa
srediStem u F5. Ovaj Sketchpadov
model je kontinuirana verzija onoga $to
je zapocelo kao diskretne koncentri¢ne
kruznice na papiru.

Istrazite vise

1. Prilagodavanjem parametara sketcha
moguée je mnacrtati hiperbolu. Za
vise informacija pogledajte Konstruk-
cija koncentri¢nih kruznica u poglavlju
Hiperbola.

2. Sketch Konstantni opseg.gsp (mapa
Elipsa) pruza model takvog pravokut-
nika.

Neki odnosi elipse (stranica 13)
Preduvjeti:

Konstrukcija pribadaca i konopca. Pitanje 2
zahtijeva Pitagorin poucak.

Vjestina rada sa Sketchpadom:
Pocetnik. Ucenici manipuliraju unaprijed
izgradenim sketchom i koriste Sketchpadove
alate za mjerenje i izracun.

Vrijeme aktivnosti:

40-50 minuta.



72

Konusni

Opée napomene:

Ova aktivnost uvodi algebarske odnose
izmedu glavne osi, sporedne osi i zariSnih
tocaka elipse putem interaktivnog geometrij-
skog modela.

Dodatne aktivnosti:

Konstrukcija presavijene kruznice.

Odredivanje duljina

P1 Pomaknite tocku P tako da lezi na
vrhu tocke B. Konopac sada lezi ravno
duz glavne osi s dvostrukom deblji-
nom izmedu tocaka F» i B. (Mozda
biste zeljeli pomaknuti tocku P malo
iznad tocke B kako biste se pod-
sjetili na dva sloja.) Buduéi da je
|AF)| = |F2B|, mozemo zamisliti pomi-
canje jednog sloja dvostruke debljine na
AF;. Glavna os je stoga jednake duljine
kao konopac. |AB| = 20 jedinica.

P2 Pomaknite tocku P tako da preklapa
tocku D. Trokut POF; je pravokutni

trokut, pa prema Pitagorinom poucku:
|OF,|% 4+ |OP|* = |PFy|?

Zamjenom |OF;| = 12 jedinica i |PF3|
= 10 jedinica u gornju jednadzbu i
rjeSavanjem za |OP| dobiva se [OP| = 6
jedinica. Dakle, sporedna os je duga 12
jedinica.

P3 Odgovori ¢e varirati.

Ekscentricitet

P4 Ekscentricitet elipse priblizava se 0
kada se zarista priblize jedno drugome.
Ekscentricitet se priblizava 1 kada je
duljina duzine FyF, priblizno jednaka
duljini duzine AB.

Ekscentricitet blizu 0 daju elipsu koja je go-
tovo kruznica. Ekscentricitet vrlo blizu 1 daju
elipse koje je tesko razlikovati od duzine.

Zasto naglasavamo rije¢ wvrlo? Cak ni
elipsa s ekscentricitetom od 0,99 nije ni pri-
blizno tako ravna kao sto biste mogli pomis-
liti. Isprobajte sa Sketchpadom!

P5 Budué¢i da se ekscentricitet mjeri kao
omjer, beskonacan broj elipsa dijeli isti
ekscentricitet. Neformalno, elipse s jed-
nakim ekscentricitetom imaju isti oblik.

Elipsu mozete povecati ili smanjiti
pomocu fotokopirnog uredaja kako
biste dobili drugu elipsu s identi¢nim
ekscentricitetom.

Istrazite vise

1. Iz pitanja 2 znamo da je udaljenost od
svake zariSne tocke do tocke D polovica
duljine konopca.

Dakle, da biste pronasli zarista elipse,
treba nacrtati kruznicu sa srediStem
u tocki D s polumjerom jednakim
polovici duljine konopca. Sjecista ili
presjeci ove kruznice s glavnom osi
odreduju zarista.

2. Pluton ima najvedi ekscentricitet s vri-
jednoséu od 0,248. Ako prilagodite
elipsu u Ekscentricitet.gsp kako biste
uocCili ovu vrijednost, vidjet cete da
krivulja izgleda vrlo kruzno.

Konstrukcija presavijene kruznice
(stranica 15)

Preduvjeti:

Da bi ucenici dovrsili dokaz, moraju znati
definiciju elipse i poucak SKS o sukladnosti
trokuta.
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Vjestina rada sa Sketchpadom:

Srednja. Ucenici crtaju simetralu duzine i sli-
jede korake prosirene konstrukcije. Alterna-
tivno, pocetnici mogu pogledati sketch Demo
model.gsp (mapa Elipsa - aktivnosti),
koji sadrzi unaprijed izgradene modele svega.

Vrijeme aktivnosti:

70-80 minuta. Ako je vremena malo, ko-
ristite unaprijed izgradeni sketch Demo
model.gsp (mapa Elipsa - aktivnosti).
Dokaz se moze zadati za domacéu zadacu.

Opée napomene:

Od svih metoda konstrukcije elipse, ova
¢ée najvjerojatnije izazvati "ooh” i ”aah”.
Nakon S$to ucenici shvate presavijanje svo-
jih kruznica, nevjerojatno im je gledati kako
se njihovi pregibi postupno spajaju u obris
elipse. Ekvivalentni Sketchpadov model je
jednako impresivan.

Dodatne aktivnosti:

Konstrukcija  presavijenog  pravokutnika
(poglavlje o paraboli) sadrzi istu tehniku
savijanja papira i metodu dokaza kao i ova
aktivnost. Pogledajte i drugi projekt naveden
u Projektima elipse i prvi projekt naveden u
Projektima hiperbole.

Konstrukcija  sukladnih  trokuta ne
ukljucuje savijanje papira, ali dijeli istu os-
novnu geometriju i strukturu dokaza kao i
presavijena kruznica.

Konstruiranje fizickog modela
P1 Tocke A i B su zarista.

P2 Elipsa bi izgledala "tanje” i izduZenije.

P3 Elipsa bi izgledala ”deblje” i
nalikovala kruznici.

vise

Konstrukcija Sketchpadovog modela

U koraku 11., uéenici moraju prouciti geo-
metriju svojih pravaca pregiba. Konkretno, s
obzirom na tocke C' i B, kako koristite Sketch-
pad za konstruiranje " pregiba” nastalog kada
se C preklopi na B? (Pregib je simetrala
duzine CB.)

Kao pripremu za ovaj korak konstrukcije,
mozete zamoliti utenike da uzmu novi list
papira iz biljeznice, oznace dvije nasumicne
tocke, preklope jednu na drugu, a zatim rask-
lope papir. Koji je geometrijski odnos pravca
pregiba prema dvjema tockama?

P4 Elipsa postaje "tanja” i izduZzenija.

P5 Elipsa postaje ”deblja” i vise nalikuje
na kruznici.
P6 Svi pregibi prolaze kroz srediste

kruznice, tocku A.

P7 Pregibi ocrtavaju kruznicu.

Igranje detektiva

U koraku 21., ucenici trebaju konstruirati di-
raliSte za svoju elipsu. DiraliSte tangente lezi
na sjecisStu pravca pregiba i duzine AC.

Kako to dokazati

P8 Bududéi da je pravac pregiba simetrala
duzine BC, imamo |DB| = |DC| i
|/EDB| = |£ZEDC| = 90°. I, narav-
no, |[ED| = |ED]|. Dakle, prema poucku
SKS o sukladnosti trokuta, ABED =
ACED.

Bududi da je AB@ E_AC’ED, odgo-
varajuce stranice BE i C'E su sukladne.

P9

P10 Ako toctka E crta elipsu, tada |[AE| +

| BE| mora biti konstantno. Zamjenom
CFE za BE dobivamo:

|AE|+ |BE| = |AE| + |CE| = |AC|

jednak polumjeru kruznice koji je kon-
stantan
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Istrazite vise

1. Kada tocka B lezi izvan kruznice, pre-
gibi ocrtavaju hiperbolu. Primamljivo
je pomisliti da kada tocka B lezi na
kruznici, pregibi ¢e tvoriti parabolu,
ali zapravo ne! Pogledajte Konstrukciju
presavijenog pravokutnika za presavi-
jenu parabolu od papira.

2. |LAEH| = |ZCED]| jer su to vrsni ku-
tovi. Buduéi da je ABED = ACED
imamo |[ZCED| = |£ZBED)|. Spaja-
njem ove dvije jednakosti dobivamo
|/AEH|= |/BED|.

(Oglas na cijeloj stranici za elipti¢ne
biljarske stolove pojavio se u izdanju
The New York Timesa od 1. srpnja
1964. Glumci Paul Newman i Joanne
Woodward pojavili su se u trgovini
kako bi promovirali igru.

Na srodnu temu, uCenici mogu pre-
trazivati internet za informacije o svoj-
stvima refleksije zvuka ”8aputajuéih
galerija”.)

3. Tocke A i B su zarista elipse.
|BC|+|CA| = (r+p)+(R—p)=7r+R

§to je konstanta

Konstrukcija  sukladnih  trokuta

(stranica 19)

Preduvjeti:

Da bi ucenici dovrsili dokaz, morat ¢e znati
definiciju elipse i poucke SSS i KSK o suk-
ladnosti trokuta. Ako izostavite dokaz, nema
preduvjeta.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik.

Vrijeme aktivnosti:

30-40 minuta. Ako je vremena malo, dokaz
mozete zadati za domacu zadacu.

Opée napomene:

Dokazivanje da ova metoda daje elipse pruza
vrlo lijepu primjenu sukladnosti trokuta.

Dodatna aktivnost:

Konstrukcija presavijene kruznice dijeli istu
osnovnu geometriju i strukturu dokaza.

Pitanja
P1 Tocke A i B su zariSta.

P2 Duljina plave duzine jednaka je udal-
jenosti izmedu zarista. Kako raste,
elipsa postaje sve izduZenija.

P3 Pravac je tangenta elipse u tocki
FE. Drugim rije¢ima, to je jedinstveni
pravac koji prolazi tockom FE i dodiruje
elipsu to¢no jednom.

Kako to dokazati

P4 Dano nam je da je |AB| = |F(C| i
|BF| = |CA|. I, naravno, |AF| =
|AF|. Dakle, AABF = AFCA prema
poucku SSS o sukladnosti trokuta.

P5 |/FCA| = |/ABF)|

P6 Znamo da je |LFCA| = |ZABF|,
|/FEC| = |ZAEB]| (to su vrsni ku-
tovi) i |AB| = |FC|. Dakle, prema
poucku KSK o sukladnosti trokuta je
NAEB = AFEC.

Intuitivno se moze vidjeti da je AAEB =
AFEC primjetujuéi da je AAEB osno
simetrican AFEC s obzirom na tangente
stvorene u pitanju 3.
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P7 Bududi da je AAEB = AFEC njihove
odgovarajuée stranice AE i FE su jed-
nake duljine.

P8 Ako tocka E crta elipsu, tada |AE| +
| EB| mora biti konstantno. Zamjenom
AE s FE dobivamo: |AE| + |EB| =
|FE| + |EB| = |BF| jednako duljini

Stapa koja je konstantna.

Istrazite vise

1. Zamislite da okrecete stap F'C tako da
se duzine BF i C'A vise ne sijeku. Do-
biveni c¢etverokut ABFC je paralelo-
gram.

2. Tocka C' prati kruznicu sa sredistem u
tocki A. Ako biste ”preklopili” tocku C'
na rubu kruznice na toc¢ku B, dobiveni
pregib bi se podudarao s pravcem koji
ste konstruirali u pitanju 3.

Stolarska konstrukcija (stranica 21)

Preduvjeti:

Da bi ucenici dovrsili dokaz, trebat ¢e im poz-
navanje Pitagorinog poucka i sli¢nih trokuta
ili trigonometrije pravokutnog trokuta. Odjel-
jak o dokazu pruza brz uvod u algebarski oblik
elipse, ali mozda biste prvo trebali konzulti-
rati udzbenik za detaljnije objasnjenje.

Ako izostavite dokaz, ucenici ée trebati
samo znati definiciju glavne i sporedne osi
elipse.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik.

Vrijeme aktivnosti:

70-80 minuta. Ako je vremena malo, mozete
zadati dio s dokazima za domacu zadacu.

Opée napomene:

Ova aktivnost koristi uredaj poznat kao elip-
sografili Sestar za elipse. U usporedbi sa stan-
dardnom tehnikom pribadac¢a i konopca koja
se nudi u veéini udzbenika (i ovdje u drugoj
aktivnosti), elipsograf nudi sljedeée prednosti:

e Crtanje elipse s odredenim duljinama
glavnih i sporednih osi jednostavan je
proces (vidi pitanje 2).

e Dokazivanje da elipsograf crta elipse
ukljucuje malo algebarske aktivnosti.

Dodatna aktivnost:

Dannyjeva elipsa dijeli gotovo identi¢nu
strukturu dokaza, kao i klizne ljestve u pi-
tanju 3 "Istrazite vige”.

Izrada fizickog modela

P1 Kada je tocka B blizu tocke A, ravnalo
crta gotovo kruznu elipsu. Ako zamis-
lite da stojite na udaljenosti od rav-
nala, bilo bi tesko razlikovati njegovo
kretanje od Sestara.

Kada je tocka B blizu tocke C, elipsa
je "tanka” i izduzena.

P2 Duljina |AC| jednaka je polovici glavne
osi elipse, a duljina |BC| jednaka je
polovici sporedne osi. Stoga biste tre-
bali postaviti tocke tako da |AB| bude

4 cm, a |BC| 6 cm.

P3 Strogo govoredi, elipsograf ne moze cr-
tati kruznice. Tocka B trebala bi se

preklopiti s tockom A.

Kako to dokazati

P4 S obzirom na duljine na slici, imamo
elipsu s glavnom osi duljine 18 i spored-
nom osi duljine 6. Zamjenom a = 3 i
b =9 u jednadzbi elipse dobivamo
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2 2
P
9 81
P5 |BD| = z; |CE| = y; prema Pitagori-

nom poucku |CD| = /9 — 22
Pé6

Prvo, rijesimo ovaj problem sa sli¢nim
trokutima:

Imamo NACFE ~ ABCD, buduéi da
oba trokuta sadrze prave kutove i AE

je paralelan s BD. S obzirom na ovaj
odnos, mozemo zapisati razmjer

|CE|  |CD|

|AC|  |BC)|
Zamijenite |AC| = 9,|BC| = 3 i
vrijednosti iz pitanja 5 u ovu jed-
nadzbu. Kvadrirajte obje strane i pre-
uredite ¢lanove. Iz zadatka 4. izvest ¢ete
predvidenu jednadzbu elipse.
Sada  rijesimo
trigonometriju:
Neka je |[ZCAE| = |£ZCBD| = 6. Tada
iz AACE imamo sin(f) = % A
ABCD daje cos(f) = ‘g—g. Buduéi
da je sin?(6) + cos?(9) = 1
napisati

problem  koristeéi

G

P7 Opéa jednadzba je
() ()

Istrazite vise

1. Za pomo¢ pri izgradnji elipsografa od
nule, otvorite prvu stranicu sketcha
Stolar.gsp (mapa Elipsa - ak-
tivnosti) i odaberite Prikazite sve
skriveno u izborniku Zaslon.

2. Buduéi da je duljina duzine AC
polovica duljine glavne osi u Stolarskoj

konstrukciji, crtamo kruznicu s polum-
jerom AC sa sredistem u bilo kojoj
krajnjoj tocki manje osi. Presjecista
ove kruznice s glavnom osi odreduju
zarista.

3. Kanta prati ¢etvrtinu elipse (vidi sketch
Ljestve.gsp u mapi Elipsa - ak-
tivnosti). Da biste to dokazali, nacr-
tajte duzine tockom E usporednono s
osima x 1 y. Zatim, kao i kod elipso-
grafa, upotrijebite ili slicnost trokuta ili
trigonometriju za izvodenje jednadzbe.

4. Nazovite krajnje tocke ljestava A i B.
Kanta se nalazi na pola puta izmedu
njih u tocki M. Neka je O tocka u ko-
joj zid dira tlo.

Buduéi da je AOB pravokutni trokut,
poucak nam govorida je |OM| = |AM]|.
Ovaj odnos vrijedi za bilo koji polozaj
ljestava. Buduéi da se duljina |AM|
ne mijenja |OM| takoder ostaje kon-
stantna. Dakle, dok ljestve klize niz zid,
tocka M ostaje na fiksnoj udaljenosti
od tocke O. Drugim rije¢ima, tocka M
crta kruznicu.

5. Druga stranica sketcha ukljucuje

kratko istrazivanje i pitanje.

Dannyjeva elipsa (stranica 27)

Preduvjeti:

Da bi uéenici dovrsili dokaz, trebat ¢e im poz-
navanje Pitagorinog poucka i trigonometrije
slicnih trokuta ili pravokutnog trokuta. Odjel-
jak s dokazima pruza brz uvod u alge-
barski oblik elipsa, ali mozda biste prvo
trebali konzultirati udzbenik za detaljnije
objasnjenje.
Ako izostavite dokaz, nema preduvjeta.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Srednja. Ucenici konstruiraju nekoliko okomi-
tih pravaca i slijede korake proSirene kon-
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strukcije. Alternativno, pocetnici mogu pogle-
dati unaprijed izgradeni sketch Danny.gsp
(mapa Elipsa - aktivnosti).

Vrijeme aktivnosti:

60-70 minuta. Ako je vremena malo, koristite
unaprijed pripremljeni sketch Danny.gsp.
Takoder mozete zadati odjeljak s dokazima za
domacu zadacu.

Opée napomene:

Da, Danny je bio pravi ucenik! Pocetkom
1990-ih, Danny je nazvao ljude u Key Cur-
riculum Pressu i pitao gdje moze pronadi
Sketchpadov alat za ”oval”. Rekli su mu da
Sketchpad ne dolazi s gotovom znacajkom
elipse, ali predlaze nekoliko nacina za izgrad-
nju krivulje.

Danny nije bio previse zadovoljan onim
§to je ¢uo. Sigurno je morala postojati jednos-
tavnija tehnika konstrukcije. I gle ¢uda, neko-
liko mjeseci kasnije Danny je osmislio vlastitu
metodu - onu predstavljenu u ovoj aktivnosti.

Key Curriculum Press sponzorirao je nat-
jecanje s nagradama za pet najoriginalnijih
odgovora koji su objasnjavali je li Dannyjev
“oval” doista elipsa. Ucitelji i ucenici cak iz
Indije pisali su kako bi podijelili svoja otkrica.

Dodatna aktivnost:

Stolarska konstrukcija dijeli gotovo identi¢nu
strukturu dokaza.

Kako to dokazati

P1 S obzirom na duljine na slici, imamo
elipsu s glavnom osi duljine 10 i spored-
nom osi duljine 4. Zamjenom a = 5 i
b = 2 u jednadzbi elipse dobivamo

2 2
Y
—:1

—1-4

&5

P2 |AG| = z;|EH| = y; prema Pitagori-
nom poucku, DG = /25 — z2.

P3 Prvo, rijesimo ovaj problem sa sli¢nim
trokutima: Imamo AAEH ~ AADG,
bududéi da oba trokuta sadrze prave ku-
tovei E'H je paralelan s DG. S obzirom
na ovaj odnos, mozemo zapisati razm-

jer

|[EH|  |DG]
|AE|  |AD|

Zamijenite |AE| = 2,|AD| = 5 i vri-
jednosti iz pitanja 2 u ovu jednadzbu.
Kvadrirajte obje strane i preuredite
clanove. Izvest Cete predvidenu jed-
nadzbu elipse iz pitanja 1.

Sada  rijesimo  problem  koristeéi
trigonometriju:

Neka je |ZA| = 6. Tada iz AAEH
imamo sin(f) = % A AADG daje

cos(f) = %. Buduéi da je sin?(6) +

cos?(0) = 1, mozemo napisati

RO

P4 Opca jednadzba je
2 2
) () =1
s+ s

Istrazite vise

1. Iz aktivnosti Neki odnosi elipse (pitanja
11 2), znamo da je duzina produzena
od zarista do krajnje tocke manje osi
polovica duljine glavne osi.

Buduéi da je |AC| polovica duljine
glavne osi u Dannyjevoj elipsi, gradimo
kruznicu s polumjerom |AC| sa
srediStem u krajnjoj to¢ki B manje osi.
Tocke presjeka ove kruznice s glavnom
osi odreduju zarista. Pogledajte trecu
stranicu Danny.gsp za sliku.
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Projekti elipse (stranica 30)

. Dijagonale

1. Sketch PA+2PB.gsp (mapa Elipse -

aktivnosti) pruza model krivulje.

Za informacije o krivuljama u obliku ja-
jeta, pogledajte poglavlja 3 i 4 knjige
The Last Recreations autora Martina
Gardnera (Springer-Verlag, 1997).

bilo kojeg romba su
medusobno okomite i raspolavljaju se.
U danom rombu FCGB, stap kroz F
i G je simetrala duzine BC. Dakle,
kada se gleda u odnosu na Presavijenu
kruznicu, pravac F'G predstavlja pravac
pregiba nastao kada se tocka C presavi-
je na tocku B. (Imajte na umu da tocka
C prati kruznicu kada se povuce.)

. Dokaz ovdje slijedi prijedloge dane

u sketchu Savijena slamka.gsp
(mapa Elipse - aktivnosti): |AF| =
z;|DF| = y|DC| = 2%|FC| =
V4—y?%|BE| = 3 (ABED je jed-
nakokracan)

Imamo ACDF ~ AAFEF, budud
da oba trokuta sadrze prave kutove
i |[£ZAl = |Z£C|. (ABAC je jed-
nakokracan.) S obzirom na ovaj odnos,
mozemo napisati razmjer

|CF|  |AF]
|CD|  |AE|

Zamjenom vrijednosti u ovoj jed-
nadzbi, kvadriranjem obje strane i
prerasporedivanjem ¢lanova dobivamo

2 2
Y
—:1
—1-4

215

Uvod u parabolu (stranica 36)

Preduvjeti:

Nema, iako ¢ete mozda trebati razgovarati o
tome kako izmjeriti udaljenost od tocke do
pravca.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik. Uéenici konstruiraju jedan okomit

pravac.

Vrijeme aktivnosti:

60-70 minuta.

Opée napomene:

Ova aktivnost uvodi definiciju parabole, kao
i pojmove zariste i ravnalica.

Dodatna aktivnost:

Konstrukcija presavijenog pravokutnika ko-
risti klasiénu definiciju parabole predstavlje-
nu ovdje.

Definiranje parabole

P1

P2

P3

Konstruirajte duzinu od P do d koja
je okomita na pravac d. Duljina duzine
predstavlja udaljenost od P do d.

Duljine duzina trebaju biti jednake
udaljenostima koje su veé¢ izmjerene na
zaslonu.

Konstruirajte duzinu zaristem okomito
na ravnalicu. Poloviste ove duzine je
vrh parabole.

Metoda koncentriénih kruznica

P4 Tocke A i B udaljene su 4 jedinice, kao

P5-7

i tocka B i pravac 1. Dakle, tocka B lezi
na paraboli s tockom A kao zariStem i
pravcem 1 kao ravnalicom.
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Metoda kliznog ravnala

P8 Tocka A je zarite, a gornji rub vodo-

ravnog ravnala je ravnalica.

P9 Morate dokazati da je |[CA| = |CD|.

P10 Budué¢i da je niz (|BC| + |CA]) jed-

nake duljine kao ravnalo BD, imamo
|BC| + |CA| = |BC| + |CD].
P11 Oduzimanjem BC' od obje strane jed-
nakosti u pitanju 10 dobivamo
|CA| = |CD|.

Konstrukcija presavijenog pravokut-
nika (stranica 40)

Preduvjeti:

Da bi ucenici dovrgili dokaz, moraju znati
definiciju parabole i poucak SKS o suklad-
nosti trokuta.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Srednja. Ucenici crtaju simetralu duzine i sli-
jede korake prosirene konstrukcije.

Alternativno, pocetnici mogu pogledati
sketch Demo model.gsp (mapa Parabola -
aktivnosti), koja sadrzi unaprijed pripreml-
jen modele svega.

Vrijeme aktivnosti:

70-80 minuta. Ako je vremena malo, koristite
unaprijed izgradenu skicu Demo model.gsp
(mapa Parabola). Aktivnost ¢e vjerojatno
trajati krace ako ste napravili Konstrukciju
presavijenog kruga iz poglavlja Elipsa.

Opée napomene:

Tehnika presavijanja papira u ovoj aktivnosti
jednostavan je i impresivan nacin za generi-
ranje parabola. Zapravo, buduéi da je sve §to
zahtijeva jedan list papira, ova metoda moze
biti doista zarazna. Imate li prazan list pa-
pira? Preklopite parabolu!

Dodatne aktivnosti:

Konstrukcija preklopljene kruznice (poglavlje
o elipsi) sadrzi istu tehniku preklapanja pa-
pira i moze se dodijeliti kao samostalni pro-
jekt.

Pogledajte i treéi projekt naveden u Pro-
jektima parabole.

Konstruiranje fizickog modela

P1 Tocka A je zariste, a donji rub papira
je ravnalica.

P2 Krivulja bi izgledala "uze”.

Konstrukcija Sketchpadovog modela

U koraku 10, ucenici moraju prouciti geo-
metriju svojih pravaca pregiba. Konkretno, s
obzirom na tocke B i A, kako koristite Sketch-
pad za konstruiranje ”pregiba” koji nastaje
kada se B preklopi na A? (Pregib je simetrala
duzine AB.)

Kao pripremu za ovaj korak konstrukcije,
mozete zamoliti utenike da uzmu novi list
papira iz biljeznice, oznace dvije nasumicne
tocke, preklope jednu na drugu, a zatim rask-
lope papir. Koji je geometrijski odnos pravca
pregiba prema dvije tocke?
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P3 Kako se tocka A priblizava vodoravnom
pravcu, krivulja se ¢ini "uzom”.

P4 Kako se tocka A udaljava od vodorav-
nog pravca, krivulja se ¢ini ”8irom”.

Igranje detektiva

U koraku 19, ucenike se trazi da konstruiraju
tocku dodira svoje parabole. Da bi to uéinili,
konstruirajte pravac k kroz tocku B okomito
na vodoravni pravac. Tocka dodira lezi na
sjeci§tu pravca k s pravcem pregiba.

Zanimljivo je razmotriti ima li parabola
asimptote; to jest, ako postoje pravci ko-
jima se krivulja priblizava, ali ih nikada ne
sijete. Promatrajuéi tangentu kako se tocka
B sve vise udaljava od Zzarista, vidimo da
krivulja postaje sve viSe okomita na rav-
nalicu. Dakle, ako postoje asimptote, one
moraju biti okomite na ravnalicu.

Ali, kako na bilo kojoj okomici postoji
tocka koja je jednako udaljena od zariSta i
ravnalice, to ta okomica ne moze biti asimp-
tota.

Kako to dokazati

P5 Morate dokazati da je |AD| = |DB].

P6 Bududéi da je pravac pregiba simetrala
duzine AB, imamo |CA| = |CB| i
|ZACD| = |£/BCD| = 90°. I, narav-
no, |CD| = |CD|. Dakle, prema poucku
SKS o sukladnosti trokuta, AACD ==
ABCD.

P7 Bududi da je AAC’_D EABC’D, odgo-
varajuce stranice AD i DB su jednake

duljine.

Istrazite vise

1. Buduéi da je pravac tangenta kruznice
u tocki B, polumjer CB je okomit na
pravac. Dakle, duljina duzine OB jed-
naka je udaljenosti tocke C i pravca.

Duzine CB i CA su oba polumjera
kruznice i jednake su duljine. Stoga C
crta parabolu sa zariStem u tocki A.

2. Kako se tocka A udaljava sve dalje
i dalje od zaslona, dio kruznice koji
vidimo postaje sve ravniji i ravniji.
Konstrukcija izgleda poput presavi-
jenog pravokutnika - jedan fokus (tocka
B) i gotovo ravna ravnalica.

3. |[ZGDF| = |4£BDC|, jer su to kutovi
okomitih krakova. Buduéi da AADC =
ABDC, imamo |[ZADC| = |£BDC].
Spajanjem ove dvije jednakosti dobi-
vamo |ZGDF| = |£ZADC].

Konstrukcija kruznice koja se Siri
(stranica 44)

Preduvjeti:

Da bi ucenici dovrsili dokaz, trebat ¢e im
neke informacije o geometrijskim sredinama
(navedene u aktivnosti) i algebarskoj defini-
ciji parabole. Ako izostavite dokaz, nema pre-
duvjeta.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Srednja. Ucenici konstruiraju nekoliko okomi-
tih pravaca i slijede korake proSirene kon-
strukcije. Alternativno, pocetnici mogu pogle-
dati unaprijed pripremljeni sketch Sirenje
kruznice.gsp (mapa Parabola - ak-
tivnosti).

Vrijeme aktivnosti:

60-70 minuta. Ako je vremena malo, ko-
ristite unaprijed izgradeni sketch Sirenje
kruznice.gsp (mapa Parabola - ak-
tivnosti).
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Opée napomene:

Ova aktivnost je suprotnost konstrukciji pre-
savijenog pravokutnika jer istice algebarski
aspekt definicije parabole.

Konstrukcija Sketchpadovog modela

P1

P2

Krivulja uvijek sadrzi tocku A i
simetri¢na je po y-osi, ali ¢ini se da
postaje Sira kako se tocka B pomice
prema dolje.

Da imate samo Sestar i ravnalo, tre-
bali biste nacrtati skup pojedinaénih
kruznica, od kojih svaka prolazi kroz
tocku B sa sredistem negdje duz poz-
itivne y-osi. Zatim, krecuéi se od
kruznice do kruznice, konstruirali biste
potrebne pravce kako biste konstru-
irali tocke G i H (par tocaka za svaku
kruznicu). Koristenje milimetarskog
papira moglo bi pomoéi pruzanjem gru-
bih smjernica za okomice.

Geometrijska sredina

P3

Dokaz u mnastavku slijedi postavku
na drugoj stranici sketcha Geometri-
jska sredina.gsp (mapa Parabola
- aktivnosti). Buduéi da su svi ku-
tovi upisani u polukruznicu pravi ku-
tovi, |[ZDGE| = 90°. Buduéi da je
|/GDF|+|£DGF|=90° = |[ZEGF|+
|/DGF)|, imamo |£GDF| = |ZEGF].
Dakle, pravokutni trokuti DFG i GFE
su slicni. Na temelju ove sli¢nosti,
mozemo napisati razmjer

|DF| _ |FG]
|GF|  |FE|

e . a
ili ekvivalentno — =
T

b

2

Unakrsno mnozenje daje = = ab.

Kako to dokazati

P4

AF| = 2;|AD| = y

P5 |AF|? = |AB| - |AD] ili ekvivalentno,

2?2 =3y

P6 Tocka G je osnosimetriéna slika tocke

H preko y-osi. Buduéi da y-os sluzi kao
os simetrije parabole, tocka G takoder
mora biti na paraboli.

P7 Kada je |AB| = s, imamo z? = sy.

Istrazite vise

1. Vratite se na svoj sketch kruznice koja

se §iri i na duzine DE i E B u konstruk-
ciji. Dok pomicete tocku C, primijetite
da ADFE B ostaje pravokutni trokut jer
je upisan u polukruznicu.

Projekti parabole (stranica 47)

2. Koristite tehniku iz aktivnosti Prek-

lopljeni pravokutnik za izgradnju
parabole, njezinog fokusa i njezine rav-
nalice. Zatim odaberite ove elemente za
izgradnju prilagodenog alata.

. Dijagonale bilo kojeg romba su sime-

trale okomite jedna drugoj. U zadanom
rombu EBFA, stap s tockama FE i F
je simetrala duzine AB. Dakle, kada
se gleda u odnosu na Preklopljeni pra-
vokutnik, pravac ED je pravac pregiba
koji nastaje kada se tocke B i A prek-
lope. Trag duz kojeg se tocka B pomice
predstavlja rub pravokutnika.

Uvod u hiperbolu (stranica 52)

Preduvjeti:

Nema.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik.
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Vrijeme aktivnosti:

30-40 minuta.

Opée napomene:

Ova aktivnost uvodi klasi¢nu definiciju hiper-
bole kroz zanimljivu aplikaciju za zakopano
blago.

’X’ oznacava tocku

Pomaknite rubnu tocku najgornje duzine na
sketchu kako biste konstantnu razliku u hiper-
boli 1 ucinili jednakom dva. Buduéi da je
blago dvije milje dalje od totke B nego od
tocke L, nalazi se negdje duz desne grane
hiperbole 1.

Sada pomaknite rubnu tocku donje duzine
na sketchu kako biste konstantnu razliku u
hiperboli 2 u¢inili jednakom jedan. Buduéi da
je blago jednu milju dalje od tocke C nego
od tocke J, nalazi se negdje duz gornje grane
hiperbole 2.

Dakle, blago se nalazi na sjecistu dvije
gore opisane grane hiperbole.

(Kontekst zakopanog blaga ovog prob-
lema je neobican, ali sama metoda se koristi u
hiperboli¢kim navigacijskim sustavima poput
Lorana. Dva para stanica (A, B i C,D) is-
tovremeno Salju radio signale. Brod ili zrako-
plov biljezi vremensku razliku u primanju sig-
nala od A i B, kao i od C' i D. Te razlike
odreduju dvije hiperbole ¢&iji presjek oznacava
lokaciju broda ili zrakoplova.)

Konstrukcija koncentri¢nim kruznicama

(stranica 54)
Preduvjeti:

Prethodna aktivnost, Uvod u hiperbolu.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik.

Vrijeme aktivnosti:

50-60 minuta.

Opée napomene:

Ova aktivnost nudi dvije metode konstrukcije
temeljene na klasi¢noj definiciji hiperbole.

P1 Tocka A nalazi se na kruznici sa
srediStem u F} i polumjerom jednakom
4. Dakle, |AFy| = 4 jedinice. Sli¢no,
|AF;] = 3 jedinice. Dakle, |AF;| —
|AF5] =1 jedinica.

P2 Sve tocke P koje leze na hiperboli koja

prolazi kroz to¢ku A moraju zadovolja-
vati jednakost ’|PF1 — |PF2|‘ =1 je-
dinica. Pogledajte sliku.

P3 Sve tocke P koje leze na hiperboli koja

prolazi tockom B moraju zadovoljavati
jednakost ||PF1 — |PF2|‘ = 2 jedinice.
Pogledajte sliku.

P4

P5 Bez obzira na polozaj tocke C' desno
ili lijevo od AB, razlika dvaju polum-
jera, AC i BC, jednaka je konstantnoj

duljini |AB].

P6 Neka je P tocka presjeka dviju
kruznica. Tada je |AC| udaljenost od
P do Fi, a udaljenost od P do F5 je
|BC|. Oduzimanjem ovih dviju vrijed-
nosti dobiva se konstantna duljina AB.
Dakle, P crta hiperbolu s konstantnom

razlikom |AB].
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pP7

P8

P9

P10

Pomicanjem tocke C stvarate dva
skupa koncentri¢nih kruznica - jedan
sa sredistem u F7, drugi sa srediStem
u Fy. Ovaj Sketchpadov model je
kontinuirana verzija onoga §to je
zapocelo kao diskretnim koncentri¢nim
kruznicamai na papiru.

Morate dokazati da |AF,| — |AFy| je
konstanta.

|BA| + |AF3| je ukupna duljina rav-
nala, koja je konstantna. |[BA| + |AF|
je duljina konopca, koja je takoder kon-
stantna. Dakle, razlika ovih konstant-
nih vrijednosti je sama po sebi kon-
stantna.

Pojednostavljivanje izraza u pitanju 9
(eliminiranje dva |BA|) daje zeljeni
rezultat.

Projekti s hiperbolom (stranica 57)

1.

Otvorite drugu stranicu sketcha Re-
vizija presavijene kruznice.gsp. Da
bismo dokazali da lokus pregiba prati
hiperbolu, moramo odrediti koja tocka
na pravcu pregiba daje tangentu na
krivulju.

U slucaju elipse, tangentna tocka
nalazila se mna sjeciStu pregiba s
duzinom AC. Ovdje se diraliste (tocka
E) nalazi na sjeci$tu pregiba s pravcem
AC kroz tocku.

Kao i kod konstrukcije elipse presavi-
janjem kruznica, ABED = ACED,
daje |[EB| = |EC|. Ako totka E crta
hiperbolu sa zaristima u tockama Ai B,
tada | EB|—|FE A| mora biti konstantno.
Imamo:

|EB| — |EA| = |EC| — |EA| = |AC| =
polumjer kruznice koji je konstantan

Dijagonale bilo kojeg romba su sime-
trale jedna drugoj. U danom rombu

FBGC, stap kroz F' i G je simetrala
duzine BC. Dakle, kada se gleda u
odnosu na Projekt 1, pravac F'E pred-
stavlja pravac pregiba nastao kada se
tocka B presavije na tocku C. (Imajte
na umu da toc¢ka C crta kruznicu kada
se povuce.)

3. Dano nam je da je |CF| = |BA| i
|AC| = |FB|. Kombiniranjem ovih
jednakosti s |AF| = |AF| dobivamo
ANACF =2 AFBA prema poucku SSS
o sukladnosti trokuta.

Budué da je AACF = AFBA,
imamo |[ZACF| = |£FBA|. Dakle,
prema KSK-ovom poucku o sukladnosti
trokuta je AECF = AFEBA. Dakle,
odgovarajuée stranice trokuta EF i EA
su jednake duljine.

|EB| — |EA|=|EB|—|EF|=|FB] je
konstanta. To nam govori da tocka E

crta hiperbolu sa zaristima u tockama
AiB.

4. Pritisnite gumb PrikaZite savjete
za dokaz u sketchu Tangentne
kruznice.gsp. Ovo je posljednji korak
dokaza:

|AC|=|BC| = (R+p)—(r+p) = R—r,

§to je konstanta. Dakle, tocka C crta
hiperbolu sa zaristima u tockama
A1iB.

Problem goruéeg Satora (stranica 62)
Preduvjeti:

Poznavanje aktivnosti konstrukcije uz pomocé
pribadaca i konopca u poglavlju Elipsa.
Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetno. Ucenici koriste unaprijed pripreml-
jen alat za elipsu.
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Vrijeme aktivnosti:

70-80 minuta.

Opée napomene:

Problem goruceg Satora je glavni dio knji-
ga 1 tekstova o zagonetkama. Gotovo uvi-
jek se rjesava osnim simetrijama. Ta metoda
je pametna, ali ¢esto ostavlja ucenike u ne-
doumici: ”Kako se netko toga sjetio?”

U ovoj aktivnosti ucenici ispituju tehniku
reflektiranja, ali prvo sami rjesavaju prob-
lem gorueg Satora koriste¢i samo komad
konopca. To im ne samo da omogucuje pris-
tupiti problemu na prirodniji nacin, ve¢ i li-
jepo vodi u tehniku rjesavanja koja ukljucuje
elipse.

Kao sto dcete vidjeti, metoda elipse
je zaista neSto posebno: Elegantna je,
vizualna i savrSeno prilagodena dinamickim
moguénostima manipulacije Sketchpadom.

Dodatna aktivnost:

Problem bazena.

Izrada fizickog modela

P1 Ovo pitanje poziva na vise metoda
rjeSenja 1 napisano je na namjerno
otvoren nacin. Prije nego $to ponudite
pomo¢ uéenicima, pogledajte koje ideje
predlazu. Evo nekoliko pristupa, koji
svi dobro funkcioniraju:

e Odaberite bilo koju tocku P uz ri-
jeku, zategnite konop u P i vezite
visak konopca u petlju koja visi is-
pod P. Produzite visetu petlju ravno
prema dolje drugom rukom kako biste
procijenili koliko konopca se nalazi is-
pod ruba rijeke. Prilagodite mjesto i
koli¢inu vaSeg konopa kako biste mak-
simizirali (odoka) duljinu petlje. Mjesto
uz rijeku gdje konop stvara najduzu

petlju predstavlja optimalno mjesto za
trcanje.

e Otpustite jedan kraj konopca i odrezite
mali komadi¢. Ponovno priévrstite
konopac. Zategnite konopac. Ako se
konopac moze produljiti ispod ruba ri-
jeke, odrezite ga jos malo. Ponovite ovaj
postupak s konopcem dok ne dosegne
tocno do ruba rijeke, ali ne i ispod.

e Mogucée je da ucenici rijeSe ovaj prob-
lem pomoéu elipse. Izvrsno! Vidi pi-
tanja od 2 do 5. Nakon $to su pronasli
najbolju lokaciju na rijeci, u¢enici cesto
predlazu dvije uvjerljive hipoteze:

e Kut koji tvori zategnuti konopac na op-
timalnoj lokaciji na rijeci je 90°.

e Pravac polovistem duzine Y7 okomit
na rub rijeke sijece rijeku na optimal-
noj lokaciji.

Nijedno opazanje zapravo nije tocno.
Ucenici mogu provjeriti ove pretpostavke
pomoéu Sketchpada crtanjem postave Satora
koji gori, mjerenjem duljina |YP| i |PT]
pomocu softvera i izraCunavanjem njihovog
zbroja. Dok ucenici pomicu totku P duz
rijeke, mogu odrediti koja lokacija daje
najkra¢u udaljenost. (Pomoéi ée ako prvo
povecate preciznost mjerenja udaljenosti u
ploci Postavke.)

P2 Drzeéi konopac zategnutim, povucite
vrh olovke dok ponovno ne sjedne
izravno na rub rijeke. Novi polozaj - na-
zovimo ga tockom @ - ekvivalentna je
tocki P u ukupnoj udaljenosti tréanja.

P3 Zategnite konopac olovkom, a zatim
pratite trag vrha olovke. Iz konstrukcije
pribadaca i konopca znamo da je rezul-
tirajuca krivulja elipsa. Elipsa sijece ri-
jeku dva puta: jednom u tocki P i drugi
put u tocki Q.

P4 Sve te tocke uz rub rijeke koje se nalaze

unutar elipse (izmedu P i Q) predstav-
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ljaju krace udaljenosti trcanja. Sve os-
tale tocke rijeke koje se nalaze izvan
elipse predstavljaju duze udaljenosti
trcanja.
P5 Skratite konopac i nacrtajte novu
elipsu koja je manja od originalne.
Pretpostavimo da ova nova elipsa i
dalje sijece rub rijeke dva puta, sada
u tockama P’ i @Q'. Negdje izmedu
tocaka P’ i Q' lezi optimalna lokacija
rijeke. Budué¢i da je duljina duzine
P'Q’ kraéa od duljine duzine PQ, suzili
smo mogucénosti. Nastavite skraéivati
duljinu niza i crtati nove elipse dok
elipsa ne dotakne rub rijeke to¢no jed-
nom. Ova tocka dodira predstavlja op-
timalnu lokaciju na rijeci.

Razmislite o ovome neko vrijeme.
Prili¢no je nevjerojatno!

Konstrukcija Sketchpadovog modela

P6 Pomocu prilagodenog alata konstrui-

rajte elipsu sa zaristima u tockama Y i
T koja prolazi kroz to¢ku P. Pomaknite
tocku P dok rijeka ne postane tangenta
na elipsu. (To¢nu tocku dodira moze
biti malo tesko procijeniti.) Ova tocka
dodira predstavlja optimalnu lokaciju
na rijeci.
Sketch Problem gorudeg Satora.gsp
(mapa Optimizacija - aktivnosti)
sadrzi unaprijed izgradeni model s veé
konstruiranom elipsom.

P7 Pretpostavimo da je rijeka tangenta na
elipsu u tocki R. Tada svaka druga
tocka duz ruba rijeke predstavlja veéu
udaljenost tréanja. Dakle, nijedna od

ovih toc¢aka ne moze biti tako dobra kao

tocka R.
P8 Slika ispod prikazuje =zavojitu ri-
jeku  koja je istovremeno tan-

genta na elipsu u totkama R i

S. Obje lokacije optimalne.

B
s o,
[ \

su

gator ‘)
L

=
Y
R \\
N ‘.\\\7

s ey

P9 Rub rijeke bi se to¢no poklapao s elip-
som ¢ija su zarista u Y i T. Mozete
takoder zamisliti da ste nasukani na
elipticnom otoku, okruzeni vodom sa
svih strana. Stojis na jednom Zzaristu
otoka, a tvoj Sator je na drugom. Bez
obzira gdje uz obalu otoka tr¢is, udalje-

nost |Y P| + |PT| bit ¢e ista.

Tehnika refleksije (tj. osne simetrije)

Za one koje bi moglo zanimati, evo konteksta
Dudeneyjeve ” Zagonetke mljekarice”:

U kutu polja vidi se mljekarica kako
muze kravu, a s druge strane polja je mljekara
gdje se pomuzeno mlijeko mora odloziti. Ali
primjeceno je da mlada zena uvijek ide do ri-
jeke sa svojom kantom prije nego $to se vrati
u mljekaru.

Ovdje ¢e sumnjicavi ¢itatelj mozda pitati
zasto posjecuje rijeku. Mogu samo odgovoriti
da se to nas ne tice. Navodno mlijeko je u
potpunosti za lokalnu potrosnju.”

Treta stranica sketcha Goruéi Sator.gsp
(mapa Optimizacija - aktivnosti) sadrzi
unaprijed izgradeni model tehnike refleksije.

P10 Neka je totka D presjek duzine 7T’
s rijekom. Prema svojstvima refleksije,
|DT| = |DT'| i TT’ je okomita na ri-
jeku. Dakle, APDT = APDT pomocu
SKS i |PT| = |PT'|.

P11 Iz pitanja 10 znamo da je putovanje od
tocke Y do P do T ekvivalentno puto-
vanju od totke Y do P do T’. Dakle,

minimiziranje |Y P| + |PT| isto je kao i
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minimiziranje |Y P|+|PT"|. Dakle, koja
lokacija tocke P uz rub rijeke daje naj-
manju vrijednost |Y P| + |PT’|?

Najkraéa udaljenost izmedu tocaka Y i T”
je ravni put. Spojite tocke Y i T” duzinom.
Presjeciste YI” s rubom rijeke daje optimalnu
lokaciju tocke P.

P12 Zrcalite tocku Y da biste dobili Y”. Spo-
jite Y’ s T. Sjeciste Y'T s rubom rijeke
daje istu optimalnu lokaciju kao izve-
denu u pitanju 11.

Problem s bazenom (stranica 65)

Preduvjeti:

Problem goruéeg Satora.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik.

Vrijeme aktivnosti:

50-60 minuta.

Opée napomene:

Ova aktivnost nadovezuje se na ucenicki rad
s elipsom iz problema goruceg Satora. Ucenici
crtaju graf i odreduju njegov apsolutni maksi-
mum i minimum, kao i relativne maksimume
i minimume, sve bez ijednog djelica algebre ili
derivacija!

Trenutna istrazivanja govore nam da bi
upoznavanje ucenika s temeljnim konceptima
diferencijalnog racuna (kalkulusa) trebalo
poceti puno ranije. Kada se pazljivo proudi,
problem bazena je pristupacan Sirokom
rasponu ucenika.

Dodatna aktivnost:

Problem kaubojke.

Caj za dvoje

P1 Druga stranica sketcha Problem s
bazenom.gsp (mapa Optimizacija)
prikazuje Cetiri tangente od P, do Ps.

P2 P; daje najkra¢u ukupnu udaljenost

veslanja.

P, daje najduzu ukupnu udaljenost
veslanja.

P5 nije najbolja lokacija, ali je bolja od
svih obliznjih mjesta.

P, nije najgora lokacija, ali je gora od
svih obliznjih mjesta.

kokokokk

Kada elipsa dodiruje bazen u tocki Ps,
sve ostale tocke duz bazena leze izvan elipse.
Dakle, P5; daje najkra¢u ukupnu udaljenost
veslanja.

Kada elipsa dodiruje bazen u tocki Ps,
sve ostale totke duz bazena nalaze se unutar
elipse. Dakle, P» daje najduzu ukupnu udal-
jenost veslanja.

Kada elipsa dodiruje bazen u tocki Pj,
sve obliznje tocke duz bazena nalaze se izvan
elipse. Dakle, P53 je dobro mjesto za veslanje
u usporedbi sa susjedima. Ali dalje, postoji
interval bazena koji se nalazi unutar elipse.
Tocke duz ovog intervala predstavljaju krace
udaljenosti veslanja. Dakle, P3 nije najbolja
lokacija, ali je bolja od svih obliznjih mjesta.

Kada elipsa dodiruje bazen u tocki Py, sve
obliznje tocke duz bazena nalaze se unutar
elipse. Dakle, P; nije sjajno mjesto za ves-
lanje u usporedbi sa susjedima. Ali dalje, pos-
toji interval bazena koji se nalazi izvan elipse.
Tocke duz ovog intervala predstavljaju duze
udaljenosti veslanja. Dakle, P, nije najgora
lokacija, ali je gora od svih obliznjih mjesta.

P3 Od najkra¢ih do najduzih udaljenosti
veslanja imamo: Py, P, Py, Ps.

P4 Da biste vidjeli graf,
tretu stranicu sketcha
s bazenom.gsp i pritisnite gumb
Prikazite graf Vas graf vjerojatno ne

otvorite
Problem
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¢e izgledati identi¢no, jer niste znali
stvarne udaljenosti veslanja. Vazan je
oblik vaseg grafa - prikazuje li ispravne
relativne visine i tocke skretanja?

P5 Apsolutni maksimum = P,

Apsolutni minimum = P;
Relativni maksimum = Py

Relativni minimum = P

P6 Pomicanjem tocaka Y i F' izravno u
srediSte kruznice stvara se horizontalni
graf. (U ovom slucaju, udaljenost ves-
lanja je uvijek 2r, gdje je r polumjer

bazena.)

Takoder je moguée postaviti tocke
Y i F na razlicite lokacije dalje od
sredista tako da elipsa gotovo odgo-
vara kruznici. U tim sluc¢ajevima, graf
je prilicno ravan.

Optimizacijski projekt (stranica 68)
Preduvjeti:

Aktivnost Sator u plamenu.

Vjestina rada sa Sketchpadom:

Pocetnik. Ucenici koriste unaprijed izraden
alat za prilagodenu elipsu.

Opée napomene:

Za ucenike koji zele pomo¢ u razumijevanju
metoda elipse i refleksije, viSestrani¢ni sketch
Demo modeli.gsp (mapa Optimizacija -
aktivnosti) pruza unaprijed izradene mod-
ele i objasnjenja.

Steven Harris, moj student na Sveucilistu
u New Yorku, koliko ja znam, bio je prvi
koji je predlozio rjeSenje ovog problema s
dvostrukom elipsom.
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Popis mapa, podmapa, Sketchpadovih datoteka i inverzori

Evo popisa mapa, podmapa i Sketchpadovih datoteka za uporabu nastavnicima i
ucenicima, a koje su sastavni dio knjige. U podmapama se nalaze Skethpadove datoteke.

Broj mapa: 5
Broj podmapa: 20
Broj Sketchpadovih datoteka: 59

Popis mapa i podmapa s datotekama

Mapa: Elipsa - aktivnosti

|| Naziv podmape | Naziv Sketchpadove datoteke ||
Dannyjeva elipsa Danny
Dinamicka geometrija
Elipsa projekti PA+2PB
Romb

Savijena slamka
Tangentne kruznice
Zarista i tocke
Koncentri¢ne kruznice konstrukcija | Koncentri¢ne kruznice
Konstantni opseg

Neki odnosi elipse Ekscentriénost
Vrpca
Pocetak rada Rastezanje

Presavijena kruznica konstrukcija Demo model
Presavijena kruznica
Pribadaca i konopac konstrukcija Nova krivulja
Parametarska boja
Parametarske elipse
Tocke

Stolarska konstrukcija Ljestve

Stolar

Trokut

Sukladni trokuti konstrukcija Sukladni trokuti
Zupcanici

Obilazak elipse

| | Elipsama automatizirani obilazak ||
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Mapa: Hiperbola - aktivnosti

|| Naziv podmape

Naziv Sketchpadove datoteke ||

Konstrukcija koncentri¢nih kruznica | Koncentricne kruznica
Rotirajuce ravnalo
Valovi

Projekti hiperbole Podrucje

Revizija presavijene kruznice
Romb

Tangentne kruznice
van Shooten

Uvod u hiperbolu Blago

Hiperbola

Obilazak hiperbole

Mapa: Optimizacija - aktivnosti

|| Naziv podmape | Naziv Sketchpadove datoteke ||

Problem goruceg satora | Goruci satora
Problem gorucéeg Satora

Refleksija

Problem kaubojke Demo modeli
Kaubojka

Problem s bazenom Problem s bazenom

Mapa: Parabola - aktivnosti

|| Naziv podmape

Naziv Sketchpadove datoteke ||

Konstrukcija kruznice Sirenja Geometrijska sredina
Pravi kut

Sirenje kruznice
Konstrukcija presavijenog pravokutnika | Demo model

Farovi

Konusna povezanost
Presavijeni pravojutnik
Tangentna kruznica

Predstavljamo parabolu Klizno ravnalo
Parabola
Skala

Projekti parabole Romb

Obilazak hiperbole

Mapa: Prilagodeni alati i zanimljive web stranice

|| Naziv podmape | Naziv Sketchpadove datoteke ||

Po narudzbi alati | Elipsa alat

Parabola alat
Povezivanje alati
Zanimljive web stranice
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Inverzori

Na web stranici http://www.huni.hr u mapi DODATAK nalaze se dva teksta (izvorni
na ruskom jeziku i prijevod na engleski) koji je napisao ruski matematicar Solovjev
1990. godine o inverzorima u ¢asopisu Kvant. Clanak u Kvantu je na stranici 20 - 23 s
naslovom Making the crooked straight.

Tu se nalaze i gsp datoteke koje su kreirali Nick Jackiw i Tvrtko Tadié¢ te za ovu
knjigu prateée gsp datoteke (popis kojih je u ovom odjeljku) koje je kreirao Daniel
Scher za potrebe poucavanja i u¢enja o konikama.

Kreiranje inverzora predlazemo za projekte ucenicima kao dodatnu aktivnost i kao
informaciju/¢injenicu o metodama kako su raniji matematicari uspjesno rjesavali prob-
leme.

Njihova uspjesna rjesenja imaju tehnicke primjene u svakodnevnoj uporabi (prim-
jerice, kako rotaciju ”pretvoriti” u translaciju ili obrnuto, Sto je sustavno i veoma
kvalitetno elaborirano u Solovjevom tekstu, a nekim gsp datotekama realizirano.

DODATAK

U mapi DODATAK nalaze se i podmape sa svim sketchevima za rad koji su naznaceni
u tekstu knjige.
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