BIBLIOTEKA HUNI

Za mlade matematicare.

Zabavni problemi.

Jakov Isidorovi¢ Perelman

{il P
i

iy

—

N




Naslov:

Jakov Isidorovi¢ Perelman:

Za mlade matematicare.
Zabavni problemi.

Rusko izdanje iz 1924. godine

Glavni urednik: Petar Mladinié

Urednici i prevoditelji: Petar Mladini¢ & Nikol Radovié

Recenzenti: Bernardica Bakula, Zoran Crljenica, Ivana Martini¢, Eva Spalj

Lektorica: Ivana Babié

Korektor: Petar Bonacic¢

Hrvatska udruga nastavnika istrazivaca (HUNI), Zagreb

Nakladnik: Hrvatska udruga nastavnika istrazivaca, Zagreb, 2026.

Ova se knjiga smije umnazati, preslikavati, printati i
uporabljivati u nastavi, bez pismenog dopustenja nakladnika.

ISBN 978-953-49726-5-6 (PDF) online

www.huni.hr/nastava-matematike/

Q
Slog i prijelom: PierreM



Za mlade matematicare.

Zabavni problemi.

- za ucenike

Jakov Isidorovi¢ Perelman

Zagreb, 2026.



ii

Za mlade matematicare. Zabavni problemi.




Sadrzaj

Rije¢, dvije o Perelmanu ... ... ... ... . ... xi
Predgovor . ... e Xix
1. Postavljanje zagonetki i zabavne permutacije ....................... 1
1.1. VjevericeizeCevi . . .. ... ... ... .. ... ... ..., 1
1.2. Priborzacaj. . ... .. ... .. ... 1
1.3. Automobilskagaraza. . . . . .. ... ... ... L. 2
1.4. Triceste . .. . . . . . . . . 3
1.5, Muhenazavjesi. . ... ... ... ... . 4
1.6. Ljetni stanovnicii krave . . .. ... . ... ... ..., 4
1.7. Deset kuéa . . . . . ... .. 5
1.8. Drveéeuvrtu . .. ... ... . ... ... e 6
1.9. Bijelimis . . . .. . ... 6
1.10. 18 zigica . . . . . . . .. 7
1.11. RjeSenja zadataka od 1.1.-1.10. . . . . . .. ... ... ... ... 7
2. Deset jednostavnih zadataka .............. .. .. . L 13
2.1, Bacéve . . .. e 13
22. Dowpola ... ... 13
2.3. Nemoguca jednakost . . . . . . .. .. ... ... 13
24. Brojvlasi. .. ... ... 13
2.5. Cijenauveza . . . . . . . . ... e 14
2.6. Cijena knjige. . . . . . . ... L 14
2.7. Glaveinoge . ... ... .. ... 14
2.8. Koristenje abakusa . . . . .. ... 14
2.9. Rijedak novéié. .. . ... ... Lo 14
2.10. Sparoge . . . . ... 15

2.11. RjeSenja zadataka 2.1.-2.10. . . . . . .. ... .o 15



iv

Za mlade matematicare. Zabavni problemi.

3. Deset tezih problema ........ ... .. .. 19
3.1. Koliko ima pravokutnika? . .. ... ... ... .. ... .. 19
3.2. Réaumur i Celsius . . . ... ... ... ... ... 19
3.3. Stolaritesari . .. ... ... ... Lo 19
3.4. Devet znamenki. . . . . ... ... 0oL 19
3.5. Knjiskimoljac . . . . . . . ... o o 20
3.6. Zbrajanje i mnozenje . . .. .. ... ... ... 20
3.7. Gadanje na parobrodu . .. .. ... ... ... 20
3.8. Podvodom . . ... ... ... ... 21
3.9. Kako je napravljeno? . . .. .. ... ... 21
3.10. Brzinavlaka . . .. ... ... 21
3.11. RjesSenje zadataka od 3.1.-3.10.: . . . . . .. ... ... 21

4. Opticke iluzije ......... . 25
4.1. Tajanstvenicrtez . . . . ... .. ... ... .. ... .. ..... 25
4.2. Trinovéia . . . . . . . . . L 25
43. Cetirioblika . . ... ... . ... ... 25
4.4. Kojije dulji? . .. .. 26
4.5. Opsegprsta . . .. .. . . 26
4.6. Krivenoge . . . . . . ... 26
4.7. Iznenadenje . .. . .. . ... ... 27
4.8. Balonnavruéizrak ... ... . ... ... ... ... ... 27
4.9. Koji pravci? . ... 28
4.10. Vrtnestaze . . . . . . . . .. e 28
4.11. RjeSenje zadataka od 4.1.-4.10.: . . . . . . .. .. ... ... 29

5. Deset neugodnih situacija ............ ... 31
5.1.  Okrutni zakon . . . . . . ... ... ... Lo 31
5.2. Milosrdni zakon . . . . . . .. ..o 31
5.3. Uciteljiucenik . . . . . ... ... oo 32
54. U mocvari . . . . . . .. .. e 32
5.5. Trojicaizvidaca . . . . . . .. .. ... ... 33
5.6. PreviSepredaka . . . . . ... ..o 33
5.7. Cekanje tramvaja . . . . . . . .. ... 34
5.8. Gdje je gost? . . ... 35
5.9. Bezutega . . . ... ... ... e 35
5.10. Netocna vaga . . . ... .. . .. ... e 35
5.11. Rjesenja zadataka od 5.1.-5.10. . . . . ... ... ... . ..... 35



6. Vjesto rezanje i Sivanje. Dvaput mjeri, jednom rezi ................ 39
6.1. Piratskazastava. . . . . ... ... o000 39
6.2. Crvenikriz . . ... ... ... . ... 39
6.3. Ostatci . ... ... ... 40
6.4. Dva krizaod jednog . . . .. .. ... ... 40
6.5. MjeseCev polumjesec. . . . . . . . ... Lo 40
6.6. Dijeljenje zarezom . . . . . . .. ... ..o 41
6.7. Rasklapanje kocke . . . . .. .. ... 0oL 41
6.8. Izrada kvadrata . . . . . ... .. ... ... oL 41
6.9. Cetiribunara . .. ... ... .. ... ... 42
6.10. Kamo je nestao mali kvadrat? . . . . . ... ... ... ..... 42
6.11. RjeSenja zadataka od 6.1.-6.10. . . . . . .. ... ... ... ... 43

7. Deset teskih problema ........ ... . ... 47
7.1. Jeftin ¢uvar . . .. ... 47
7.2. Seljanka i lokomotiva . . ... ... ... ... 0000 48
7.3. Bumbarovo putovanje . . . . . ... ... oL 48
74, Kutija . . . ..o 48
75. Dvalanca . .. ... ... . . ... ... 49
7.6. VreCebrasSna . ... ... ... ... ... .. ... 49
7.7. Trikéeriidvasina ... ... ... .. ... ... ... ...... 49
7.8. Dvijesvijede . . . . . .. 49
7.9. Devetstonaklona . . . . ... ... .. ... 0. 50
7.10. Radzino nasljedstvo . . . . ... ... ... ... 0. 50
7.11. RjeSenja zadataka od 7.1.-7.10. . . . . ... ... ... ... ... 50

8. Deset problema o zemljiinebu ........... .. ... ..l 57
8.1. Jug posvuda! . ... ... 57
8.2. Telefonom . . ... ... ... ... 57
8.3. Gdje poc¢inju dani u tjednu? . . . .. ... 57
8.4. Utrka sa Zemljom . . . ... .. ... ... .. ... ... 58
8.5. Zalazak Sunca . . . . .. ... 59
8.6. Turskazastava. .. ... ... .. ... .. ... 59
87. OvonijeSala. ... ... ... ... o 59
8.8. Zalazak Mjeseca . . . . ... .. ... oo 60
89. Bojnibrod ... ... .. ... 60
8.10. Parobrod i plivac na Mjesecu . . . . ... ... . ... ..... 60
8.11. Rjesenja zadataka od 8.1.-8.10. . . .. ... ... ... ...... 61



vi

Za mlade matematicare. Zabavni problemi.

9. Trikoviiigre ... 65
9.1. PogadaC . . . . . . . . ... 65
9.2. Aritmetickitrik . . ... ... 65
9.3. Trikskartama .. ... ... ... ... ... .. ... 66
9.4. Sto éete dobiti? . . ... ... ... ... 67
9.5. JoS neocekivanije . . . . ... ..o 67
9.6. Igra32 . ... .. . e 67
9.7. Isto,aliobrnuto. . ... ... ... ... ... ... ... 68
9.8. Igra 27 . . . . .. e 68
9.9. NadrugacijinaGin . .. ... ... ... ... ... 68
9.10. Koristenje Sest zigica . . .. .. ... ... ... 68
9.11. Rjesenja zadataka od 9.1.-9.10. . . . . ... ... ... ... ... 69

10. Geometrijske siluete ........ ... ... 73
10.1. ”Biljar” . . . . .. 74
10.2. ”Orkestar” . . . . . . ... 74
10.3. Osam silueta . . . . . .. . .. .. .. L o 75
10.4. Jos Sest silueta . . . . . . .. ..o 75
10.5. Gdje je grjeska? . . . . . . .. L 76
10.6. Najveéa figura . . . . . . . .. .. ... o 76
10.7. 24 siluete . . . . . . ..o 76
10.8. Veli¢ine tangrama . . . . .. .. ... ... L. 7
10.9. Odakle je dosla noga? . . . . .. ... ... .. ... ... ... 7
10.10. Dva kvadrata od jednog . . . . . . . . ... ... L. 78
10.11. RjeSenja zadataka od 10.1.-10.10. . . . . . . ... .. ... .... 78

11. Problemi iz Guliverovih putovanja .................. ... ... ... ..., 81
11.1. Guliverov obrok i veCera . . . . . .. ... ... ... .. ... . 81
11.2. Bacéva i kanta Liliputanaca . . . . .. ... ... ... .. .. .. 82
11.3. Zivotinje Liliputa . . . . . . . . . ... ... ... 82
11.4. Tvrdikrevet . . . . . . . . .. .. 83
11.5. Tri stotine krojaca . . . . . . .. ... ... ... 83
11.6. Guliverovbrod . . ... ... ... ... ... .. 83
11.7. Divovske jabukeiorasi ... .. ... ... ... .. ... .... 83
11.8. Divov prsten . . . . . . . . .. .. 84
11.9. Knjige divova . . . . . . . ... 84
11.10. Ogrlice divova . . . . . . . .. .. .. 85
11.11. RjeSenja zadataka od 11.1.-11.10. . . . . .. ... ... ... ... 85



vii

12. Problemi sa zigicama ............ . .. .. 89
12.1. Triod Sest . . . . . . . . . .. L 89
12.2. Ostavite pet kvadrata . . . . . . ... ... ... ... 89
12.3. Ostavite ¢etiri kvadrata . . . . . . .. ... ... ..., 89
12.4. Ostavite tri kvadrata . . . . .. ... ... ... .. 90
12.5. Ostavite dva kvadrata . . . . . . ... ... ... ... 0. 90
12.6. Sest Cetverokuta . . . . ... .. ... ... 90
12.7. Dvanaest zigica . . . .. . .. .. ..o oo 90
12.8. Osamnaest zigica . . . . . .. .. ... ... L. 90
12.9. Dva peterokuta . . . . . . .. ... o 90
12.10. Od 19do 12 . . . . . . . L 91
12.11. RjeSenja zadataka od 12.1.-12.10. . . . . .. .. . ... ... ... 91

13. Tezina i vaganje .............uiiiiiii 95
13.1. Tezina trupca . . . . . . . . . .. . 95
13.2. Decimalna vaga . . . . . . .. .. ... o 95
13.3. Tezina boce . . . . . . . . .. ... 95
13.4. Sapun . . . . ... 95
13.5. Mackeimaciéi . . ... ... ... 96
13.6. Skoljkaiperle . . . ... ... .. ... .., 96
13.7. Tezina voca . . . . . . . . . .. .. 96
13.8. Koliko ¢asa? . . . . . . . . .. 97
13.9. S cekiéem i utegom . . . .. ..o 98
13.10. Arhimedov problem . . . .. .. ... ... ... L. 98
13.11. RjeSenja zadataka od 13.1.-13.10. . . . . . . ... .. ... .... 98

14. Problemi s kvadratima ........... ... .. 101
14.1. Ribnjak . . . . . . . . 101
14.2. Laik za parket . . . . . . . .. .. 101
14.3. Jos jedan parketar laik . . . .. ... ... ... 0000 101
14.4. Treéi parketar . . . . . . . .. ..o 101
14.5. KrojaCica . . . . . . . ... 102
14.6. Druga krojacica . . . . . . .. .. ..o 102
14.7. Stolarova dilema . . .. . .. .. ... ... oL 102
14.8. Cijelo covjecanstvo unutar kvadrata . . . . . . ... ... ... 103
14.9. Sumnjivi kvadrati . . . ... .. ... o000 103
14.10. Tamne mrlje . . . . . . . . .. ..o 103

14.11. RjeSenja zadataka od 14.1.-14.10. . . . . . . .. . ... ... ... 104



viii Za mlade matematic¢are. Zabavni problemi.

15. Problemi sa satovima ......... ... ... 107
15.1. Kada se kazaljke susrec¢u? . .. ... ... . ... ... ... .. 107
15.2. Kada su kazaljke nasuprotne? . . . . . .. .. ... ... 107
15.3. U koje vrijeme? . . . . . . .. .. 108
15.4. Suprotno . . . . . ... 108
15.5. S obje strane brojaSest . . . . . ... ... oL 108
15.6. Triisedam . . . . . . .. ... .. 109
15.7. Sat s kompasom . . . . . ... ... Lo o 109
15.8. Naistutemu. ... ... ... .. ... ... 109
15.9. BrojsSest . . . . . . .. 109
15.10. Otkucavanje sata . . . . . .. .. ... ... ... 110
15.11. RjeSenja zadataka od 15.1.-15.10. . . . . .. .. ... ... .... 110
16. Neocekivani izrauni .......... ... ... i 115
16.1. Cada graska . . . . . .. ..., 115
16.2. Liséedrveda . . . . . . . . .. .. 115
16.3. Milijun koraka . . . . . . . .. ... 115
16.4. Kvadratni metar . . .. ... .. . ... ... ... L. 115
16.5. Kubnimetar . . . . . .. ... ... ... ... ... . ...... 116
16.6. Kubni kilometar . . .. ... .. ... ... 0 0L 116
16.7. Kosa . . . . . . .o 116
16.8. Koliko portreta? . . . . . .. .. ... o 116
16.9. Francuska brava. . . .. ... .. ... 0oL, 117
16.10. Skromna nagrada . . . . . .. .. ... 118
16.11. RjeSenja zadataka od 16.1.-16.10. . . . . . . ... .. ... .... 118
17. Kristalna putovanja i kontinuirano crtanje .......................... 123
17.1. Likovi No 61.-66. . . . . . . . .. ... . ... .. ... ...... 127
17.2. Likovi No 67.-70. . . . . . . . .. ... . .. 127
17.3. RjeSenja zadataka od 17.1.-17.2. . . . . . . . .. ... ... .... 128
18. Deset razli¢itih zadataka ............ ... .. .. 131
18.1. Horizont . . . . .. . .. . .. . ... 131
18.2. Gdjeikada? . . . .. .. ... 131
18.3. Ezopova visina . . . .. ... ... o 131
18.4. Pet komada lanca. . . . . .. .. ... ... L. 131
18.5. Koristenje Cetiri petice . . . . . ... ... oL 132
18.6. TreSnja . . . . . . . . .. 132

18.7. DINJE . o o o o v e e 132



ix

18.8. Nevjerojatan ¢ep . . . . . . . .. .. ... 132
18.9. Model Eiffelova tornja . . . . . . ... ... ..., 133
18.10. Muhana traci . . . . .. ... ..o 133
18.11. RjeSenja zadataka od 18.1.- 18.10. . . . . . . .. . ... ... ... 133
19. Deset razli¢itih zadataka ............ ... ... 137
19.1. Tko ima najviSe? . . . . . . . .. ... 137
19.2. Godine mog sina . . . . . .. .. ... oo 137
19.3. Natjecanje . . . . . . . . . .. . 137
19.4. Narijeciijezeru . . .. . .. .. ... ... 137
19.5. Od Enska do Iksograda . . . .. ... ... . ... ........ 137
19.6. Meko kuhana i tvrdo kuhana . . . . ... ... ... ... 138
19.7. Kocke . . . . . . 138
19.8. Sedam prijatelja . . .. ... ... 0oL 138
19.9. Nastavak prethodnog . . . . .. ... ... ... .. ....... 138
19.10. Osnivanje Kartage . . . . . . .. ... ... .. ... ...... 138
19.11. RjeSenja zadataka od 19.1.-19.10. . . . . .. .. . ... ... ... 139
20. Opticke iluzije ... ... 143
20.1. Dvaluka ... ... ... ... . . . ... 143
20.2. Tritrake . . . . . . . ... 143
20.3. Dvabroda . .. .. ... ... . ... 143
20.4. Gdje je poloviste? . . . . .. ... Lo 144
20.5. Dva pravokutnika . . . . ... .. ..o o000 144
20.6. SeSir stranca . . . . . . . .. ... 144
20.7. Produljite pravac . . . . . .. ... oL 145
20.8. Koja je duzina najdulja? . . .. ... ... ... ... 145
20.9. Hoée li stati? . . . ... ... .. o 146
20.10. Dva kruga . . . . . . ..o 146
20.11. Rjesenja zadataka od 20.1.-20.10. . . . . .. ... . ... ..... 146

BiljeSka 0 autoru ... 149



Za mlade matematicare. Zabavni problemi.




Rijec, dvije o Perelmanu

Prijevod knjige

3> ZH.HEPMBM

__,,_::f_a)\ PR e -

~ JUIS IOHBIX
MAT EMATI/IKOB_

peca e 3gnaald

: /

na hrvatski jezik nastao je u cast jednom od najveéih "izumitelja matematickih
zagonetki” za mlade matematicare.

Perelman je pocetkom 20. stoljeta medu prvima zapoceo s takvim mozgalicama za
djecu, za Cije rjeSavanje nije potrebno mnogo matematickog znanja, ve¢ prije svega
domisljatost.

Njegovi zadatci i vjezbe za razmisljanje, razvijanje domisljatosti i snalazenje u zadanim
problemskim uvjetima imaju iznimnu obrazovnu vrijednost.

Nazalost, moramo primijetiti da su kasniji autori ¢esto zanemarivali Perelmanovo au-
torstvo i koristili se njegovim radom bez navodenja izvora.

Prije pocetka ¢itanja i rjesavanja Perelmanovih zadataka (nastalih prije vise od 100
godina) danih u ovoj knjizi bilo bi dobro procitati njegov zZivotopis kao i predgovor.

U njima ¢ete dobiti informacije o velikom Matemagicaru, njegovim idejama i aktivnos-
tima.

Jedan od najpoznatijih u tom oponasanju i koriStennju Perelmanovih zadataka bio je
Boris A. Kordemsky.

Ovdje, ilustracije radi, navodimo uporabu nekoliko autorovih zadataka koje je Kordem-
sky upotrijebio u svojoj knjizi The Moscow Puzzles, objavljenoj 1972. godine u New
Yorku, u engleskom prijevodu s ruskoga jezika.

Struktura te knjige - jer je namijenjena djeci - podudara se s Perelmanovom knjigom iz
1924. godine.

Nepravedno je da je i jedan od najveé¢ih Matemagicara Martin Gardner ”slavio” Kor-
demskog, a da nije ”ozbiljnije” spomenuo Perelmana i njegov rad.
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THE MOSCOW
PUZZLES

359 Mathematical Recreations

Boris A. Kordemsky

Edited by Martin Gardner

U ovoj Perelmanovoj knjizi nalazi se zadatak 3.9. s kockom koju je kao svoj zadatak
Kordemsky stavio u svoju knjigu na str. 75. pod brojem 190. Da apsurd bude vedi, sliku
iste kocke na naslovnicu knjige o Kordemskom stavio je Martin Gardner.

U jednoj americkoj prodavaonici matematickih igrac¢aka kupio sam sli¢nu kocku za moju
zbirku matematickih igracaka (v. sl.).

Zadatke sa zigicama ili tangramom Perelman je to lijepo obradio u svoj knjizi, no
Kordamsky je taj sadrzaj dalje razradivao kao svoju ideju.

Ideju o rezanju kvadrata i preslagivanju njegovih dijelova prvi je razradio Perelman u
svojoj knjizi kao zadatak 6.10., a Kordemsky to objavljuje u svojem zadatku 357. na
stranici 176.

Zadatka 13. iz knjige Kordemskog je zadatak 18.4. u Perelmanovoj knjizi:

Kowvac je dobio pet lanaca, svaki s tri karike - prikazano na slici (v. sl.) - i zadatak mu

je bio spojiti ih u jedan lanac.
o P D oD
&b
S Ny
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Ovo su samo neki ilustrativni primjeri ”presucivanja” Perelmanovih zadataka; nemamo
namjeru nabrajati sve preuzete zadatke, kojih je, nazalost, bilo mnogo vise.

Sljedeéi sam zadatak (koji nije izvorno njegov) nasao kod Kordemskog i kreirao s Ni-
noslavom Kuncom strip zadatak objavljen u Matki 128.

-u shdu? W e

Matkai se natiecu u moméadskom gadanju. Gadaju u jednu metu. Ivan je njihov.
izbornik, a Danica pige zapisnik...

SVAKI MATKAC U MOJOJ
MOMCADI IMAO JE
SEST HITACA.

Ideja iz zadatka 18.4. o ¢epu za tri rupe, posluzila mi je za sljededi strip zadatak. Nisam
znao da je to Perelmanova ideja koju je on uzeo iz Hoffmannove knjige i tamo je doslovno
definirana kao u mojem stripu a zadatak je na stranici 344.:

Zadatak. Br. XX.- Jedan cep za tri rupe.

Mesingana ploca (Sl. 469) ima tri otvora, jedan kruini, jedan kvadratni i jedan troku-

O A

Eksperimentator dobiva noz i ¢ep koji prolazi kroz kruznu rupu.

Od njega se trazi da cep izreZe tako da toéno ispuni bilo koji od tri otvora.

Zbog nedostatka mesingane ploce, moZe se izrezati komad krutog kartona kako bi se
ispunila ista svrha.

i rjeSenje na stranici 382.
Rjesenje. Br. XX.- Jedan cep za tri rupe.

Lako je za uociti da je jedna stranica “kvadrata” jednaka duljini promgjera kruznice ili
kruga.

IzreZite ¢ep na ovu duljinu, kao na slici; i ako se umetne bocno, tada ée upravo stati u
kvadratnu rupu.
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Veé odgovara rupi kruznog oblika.

Da biste ga prilagodili trokutastom prostoru, povucite ravnu liniju preko jednog kraja
kroz srediste i od te linije izreZite jednaki dio u kosom smjeru.

U Matki je objavljen ovaj strip zadatak.

Matkati se prije sata matematike nadmudruju. Zivo e
raspravijaju 0 jednom problemu na koji su naisl u jednoj knjizi. .

KAD SE OVO GEOMETRIJSKO TWELO GLEDA
S PREDNJE STRANE, VIDI SE KVADRAT.

77 AKAD SE GLEDAS

] GORNJE STRANE, VIDI SE
O (
’ <2y
DAKLE,
NACRT MU JE 5% 7\
KVADRAT!

Al KAKO VI PRICATE, JA BIH
- "TREBAO RECI DA MU JE
BOKOGAT TROKUT?71

DA NOE RUEE
S2VRNZEMALISKOY
TvoREVINI7

2%

A

=N
—— 3
NE MOGU ZAMISLITI KAKO TO -
TIUELO IZGLEDA U PROSTORU! o
g TE NAS!
! NE POS
J

“\
ZAFRKAVAT
TWELO

- Salelise Danicai Ante
sa svojim prijateljima?
Postoji li takvo tijelo?

I ako postoji, kako
izgleda?

Evo jo§ jednog strip zadatka koji sam objavio u Casopisu ”Matka” a nalazi se kod

Kordemskog.

Matkaéi vode neuobicajeno Zivu raspravu. Ovaj put na redu je
matematicki dokaz 'DOKAZAT CU DASU SLON |
jedne tvrdnje. KOATAG IVLER CONARE

NUE NEGO!

O NEKAJE X MASASLONA,

28700 Xy = 2

$okokkok

Cini se, ipak, da je Perelman knjigu oblikovao pod utjecajem knjige Louisa Hoffmanna
iz 1907. godine, Puzzles Old and New by PROFESSOR HOFFMANN, iz koje je preuzeo
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koncept, kao i mnoge zadatke.

PUZZLES

O and Mew,

LY
PROFESSOR HOFFMANN,
Author of  Modern Magicy” * Trichs with Cards,” ** Conjurer Dick,” ete.
! 2
XL il D

WITH ILLUSTRATIONS

LONDON 3?7?
FREDERICK WARNE AND CO.
AND NEW YORK.

U Predgovoru knjige Hoffmann je napisao:

Plutarh kaZe da je Homer umro od tuge jer nije nije mogao pogoditi zagonet-
ku; a folklor obiluje sluCajevima gdje osvajanje princeze ili ishod neke o-
pasne avanture ovisi o uspjehu u rjeSavanju neke zagonetke, verbalne ili
druge.

U modernije doba ozbiljni matematicari, poput Cardana i Eulera, nisu pre-
zirali iskoriStavanje svog slobodnog vremena u izmiSljanju "pozera" za za-
gonetke svojih manje ufenih suparnika.

Glavne poteSkole koje sam pronaSao pri sastavljanju ove zbirke bile su no-
menklatura i klasifikacija.

S obzirom na razliit ukus, neki su preferirali matematicki, neki mehaniZki
problem - jedna osoba isprobavanje vjeStine, druga vjezbu strpljenja - &i-
nilo se poZeljnim imati Sto viSe kategorija.

No, s druge strane, Sto su podjele brojnije, to je teZe definitivno dodi-

jeliti odredenu zagonetku jednoj ili drugoj.

U mnogim se sluCajevima isti predmet s jednakom opravdanoS¢u moZe svrstati
u nekoliko kategorija.

Nomenklatura predstavlja joS vele poteSkoce.

Isti se naziv Cesto upotrebljava, s velom ili manjom moguénosti, za dvije
ili tri razliZite zagonetke. Primjerice, postoji oko pola tuceta "kriZnih"
zagonetki, manje ili viSe razlicitih, ali sve imaju pravo na taj naziv i
teSko ih je razlikovati pod bilo kojim drugim imenom.
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Mehanicke se zagonetke u katalozima razli&itih trgovaca Cesto navode pod
razli€itim nazivima; ono Sto je kod jednoga "arapska misterija", kod dru-
goga je, primjerice, "egipatski paradoks" ili "aSantijska teSkoca".

Druge su nuZno bez imena, jer je nemogule smisliti bilo kakav kratki nas-
lov koji bi dao bilo kakvu ideju o prirodi problema.

Vrlo Siroka skupina verbalnih zagonetki, koja obuhvada zagonetke, enigme,
Sarade itd., ovdje je, zbog ogranifenja prostora, izostavljena.

Uz ovu iznimku, nastojao sam uliniti ovu malu knjigu Sto je mogue potpu-
nijom i moram odati veliko priznanje mnogim prijateljima (posebno gospodi
Paulu Perkinsu i Edwardu Montaubanu) koji su mi pomogli u razradi.

PodruZje je, medutim, vrlo Siroko i gotovo je razumljivo da su mnoge "dob-
re stvari" iz neznanja ili nepaZnje izostavljene.

Ako neki Citatelj primijeti takve propuste ili ima privatne informacije o
predmetima od posebne vrijednosti, rado ¢u se s njima upoznati, s obzirom
na buduéa izdanja.

kokokokk

Perelman je u ovoj knjizi zadao ploc¢u s tri rupe i nacrtao rjesenje (v. sl.).

Ideja o ¢epu za tri rupe potaknula je mnoge Matemagicare za kreiranjem takvih prob-
lema.

U tekstu "Mozgalice iz KVANTA” nasao sam sljedete probleme.

Dano je devet moguéih otvora za kreiranje ¢epa i rjesenje (v. sl.).

Tlustrirajmo i utjecaj Perelmanove kocke.
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U knjizi " Puzzles 1017 Nobuyuki Yoshigahara objavio je sljedece tijelo i rjesenje (v. sl.).

U knjizi radova iz ¢asopisa ” Zanimljive mozgalice” koju je izdao De Agostini nalazi se
i ovakvo tijelo (v. sl.):

Oni koji su upoznati s Perelmanovom zagonetkom u drvu (vidi moju sliku matematicke
igracke) vjerojatno mogu objasniti kako sastaviti jedan lastin rep.

Medutim, poznavanje pravog odgovora na tu zagonetnu konstrukciju samo poveéava
neciju zbunjenost kada pokusavate shvatiti kako sastaviti spoj lastin rep s duplim ¢epom
na suprotnoj strani.

Ovaj drugi ¢ep onemogucuje dijagonalno klizanje zajedno koje se koristi na dvostrukom
lastinom repu.

kokokokk

Vjerujemo da ¢e Ccitatelji i mladi Matemagicari/ucenici uporabom ove knjige i
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rjeSsavanjem Perelmanovih zadataka razviti ugodnu mentalnu gimnastiku, izoStriti
domisljatost i snalazljivost.

Knjiga je namijenjena zabavi mladih matematic¢ara i onih koji ¢e to tek postati.

Postoje i problemi koji nisu povezani s odredenom temom, ali se i dalje mogu koristiti
pri vjezbanju i pripremi uma za sloZenije zadatke, tj. ozbiljan matematicki rad. Problemi
koji ukljucuju permutacije i smjestaje uce sustavnom trazenju rjesSenja.

Vizualne iluzije izoStravaju vjeStine promatranja. Zadatci ili problemi koji uklju¢uju
rezanje figura i sastavljanje silueta razvijaju geometrijsku mastu.

Zakljuc¢no, pred vama je jedno od ruskih remek-djela namijenjeno mladim uéenicima.

nikol.radovic@geof.unizg.hr

petar.mladinicl@zg.ht.hr



Predgovor

Prvih sto zagonetki

Predgovor 1. knjige

Svrha ove knjige je pruziti materijal za ugodnu mentalnu gimnastiku, izosStriti
domisljatost i snalazljivost. Namijenjena je ispunjavanju slobodnog vremena mladih
matematicara, knjiga. Zbirka ne sadrzi iskljucivo matematicke zagonetke. Uz aritmeticke
i geometrijske probleme, zbirka ukljucuje i zagonetke iz podrucja fizike, kozmologije i
logike.

Sliéne zbirke veé postoje na ruskom jeziku. Pojava jo$ jedne bila bi suvisna da autor
nije nastojao osvjeziti tradicionalni materijal s nekoliko desetaka problema, nekih novih,
nekih malo poznatih koje je sam osmislio ili preuzeo iz stranih izvora.

Problemi zahtijevaju samo osnovno znanje ¢itatelja i namijenjeni su prvenstveno onima
koji tek trebaju u¢iti matematiku.!

Drugo izdanje knjige, objavljeno 1919.-1920. u velikom broju primjeraka?, ponovno je
tiskano bez znacajnijih promjena.

Za trece izdanje tekst je ponovno ureden, a neki problemi, iz raznih razloga, zamijenjeni
su drugima.

Listopad 1924. Ya. P.

17a one koji su upoznati sa §kolskom aritmetikom, tiskana je jos jedna knjiga istog autora: ” Zagonetke
i zanimljivosti iz svijeta brojeva”, Petrograd 1923.

?Naklada: 1. izdanje 1916. - 4000 primjeraka, 2. - 40 000 primjeraka. U tim izdanjima knjiga je
objavljena pod naslovom ” Veseli problemi”.
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Drugih sto zagonetki

Predgovor 1I. knjige

Moja prva zbirka zagonetki za mlade matematicare, objavljena 1915. godine (” Veseli
zadatci” ), naisla je na daleko 8iru primjenu od oc¢ekivanog. Uspjeh prve knjige potaknuo
me je, uz njezin ponovni ispis, objaviti jos jednu zbirku sli¢nog sadrzaja, kako bih mladim
matematickim entuzijastima pruzio Sire polje za razvoj njihovih sposobnosti.

Ova knjiga stavljena je pred citatelja. Unato¢ podnaslovu (drugih sto zagonetki), ona

nema nuzne veze s prvom. To je jednostavno niz drugih vjezbi, opéenito ne tezih ili
laksih od onih ponudenih u prvoj zbirci.

Materijal je ovdje sustavno odabran da bude raznolike tezine, tako da svaki mladi ¢itatelj
moze pronadi vjezbe prilagodene njegovim sposobnostima. Znacajan dio zadataka (oko
polovice ukupnog broja) osmislio sam ja. Veéina ostalih zadataka se malo koristi i prvi
put se pojavljuju u ruskoj zbirci.

Poput prve knjige, ova zbirka ne tezi obrazovnim ciljevima, ve¢ ima za cilj izostriti
um kroz ugodnu mentalnu gimnastiku i time pripremiti mladi um za ozbiljniji rad u
buduénosti.

Ya. P.



1. Postavljanje zagonetki i zabavne
permutacije

1.1. Vjeverice i zecevi

Dani su panjevi numerirani brojevima 1 do 8 kao na slici. Zecevi sjede na panjevima 1
i 3, a vjeverice na 6 i 8. Ali iz nekog razloga, i vjeverice i zeevi nisu zadovoljni svojim
polozajima i zele zamijeniti panjeve: vjeverice zele sjediti na mjestima zeceva, a zecevi
na mjestima vjeverica. To mogu uéiniti skac¢uéi s panja na panj - ali samo duz linija
oznacenih na dijagramu.

Kako su to mogli uéiniti?
Vrijede sljedeéa pravila:

1) Moguce je skakati s panja na panj samo duz linija oznacenih na dijagramu i svaka
zivotinja moze napraviti nekoliko skokova zaredom.

2) Dvije zivotinje ne mogu stati na jedan panj, pa mogu sko¢iti samo na slobodan panj.

Imajte na umu da zivotinje Zele zamijeniti mjesta u Sto manjem broju skokova. Medutim
to nije moguce napraviti u manje od 16 skokova.

1.2. Pribor za caj

Jednom sam morao cijelu vecer cekati vlak na maloj stanici. Nije bilo knjiga, novina,
nikoga s kim bih razgovarao, a nisam znao kako ispuniti sate ¢ekanja. Sre¢om, sjetio
sam se intrigantnog problema na koji sam nedavno nai$ao u jednom stranom ¢asopisu.
Problem je bio sljedeci:

Stol je podijeljen na Sest kvadrata, od kojih svaki, osim jednog, sadrzi po jedan predmet.
Koristio sam pribor za ¢aj i u kvadrate sam rasporedio tri Salice, ¢ajnik i vré za mlijeko,
kao sto je prikazano na slici.
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'lr

Sustina problema je zamijeniti polozaje ¢ajnika i vréa za mlijeko, premjestajuéi pred-
mete s jednog kvadrata na drugi prema odredenim pravilimas:

1) Premjestite predmet samo na kvadrat koji je prazan;

2) Ne pomicite predmete dijagonalno preko kvadrata;

3) Ne pomicite jedan predmet na drugi;

4) Ne stavljajte vise od jednog predmeta u kvadrat, ¢ak ni privremeno.

Ovaj problem ima mnogo rjesenja, ali zanimljivo je pronaéi najkrace - to jest, zamijeniti
¢ajnik i vr¢ mlijeka u §to manjem broju poteza.

Dok sam trazio ovo najkrace rjeSenje, nisam primijetio kako je vecer prosla; morao sam
napustiti stanicu a da te veceri nisam pronaSao najkrace rjeSenje.

Mozete li pronaéi rjesenje?

Za svaki slu¢aj, upozorit ¢u vas da je Zzeljeni najmanji broj poteza i dalje vise od
dvanaest, iako manji od petnaest.

1.3. Automobilska garaza

Na$ crtez prikazuje plan automobilske garaze s prostorom za dvanaest automobila. Ali
prostor je toliko nezgodan, toliko malen, da upravitelj garaze stalno nailazi na poteskoce.
Evo jedne od njih.

Pretpostavimo da je osam automobila parkirano na ovdje prikazanim pozicijama. Kako
automobili 1, 2, 3 i 4 mogu zamijeniti mjesta s automobilima 5, 6, 7 i 87 I kojom
metodom zamjene ¢e to provesti u najmanje poteza?
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Imajte na umu da se dva automobila ne mogu kretati istovremeno i da dva automobila
ne mogu istovremeno biti na istom mjestu.

1.4. Tri ceste

Tri brata - Petar, Pavao i Jakov - dobili su tri parcele zemlje za obradu, smjestene blizu
jedna drugoj, nedaleko od njihovih domova. Dijagram prikazuje lokacije kuca Petra,
Pavla i Jakova i njihovih odgovarajuéih parcela zemlje.

parcela parcela parcela’
Jakova Petra Pavia

Primjecujete da parcele nisu bas povoljno smjestene za one koji ih obraduju, ali braca se
nisu mogla dogovoriti o zamjeni. Svaki je postavio povrtnjak na svojoj parceli, a buduéi
da su se najkraci putevi do vrtova krizali, ubrzo su zapocele prepirke medu bracom,
koje su na kraju prerasle u svadu.

Zeledi izbjeéi bilo kakve sukobe, braéa su odluéila pronaéi put do svojih parcela tako da
se njihovi putevi ne krizaju.

Mozete li mi reci koje su to rute?



4 Za mlade matematicare. Zabavni problemi.

1.5. Muhe na zavjesi

Devet muha sletjelo je na zavjesu oslikanu kvadrati¢ima. Muhe su nasumic¢no
rasporedene tako da se nikoje dvije muhe nisu nalazile u istom redku, stupcu ili di-
jagonali (v. sl.).

d

Nakon nekoliko minuta, tri muhe promijenile su svoje polozaje i presle su u susjedne,
prazne kvadrate; preostalih Sest ostalo je na svojim mjestima.

I zanimljivo: iako su se tri muhe pomaknule na druga mjesta, svih devet muha ponovno
je bilo rasporedeno tako da se nijedan par nije nalazio u istom vodoravnom, okomitom
ili dijagonalnom redu.

Mozete li odrediti koje su se tri muhe pomaknule i koje kvadrate su odabrale?

1.6. Ljetni stanovnici i krave

Oko jezera su smjestene cetiri ljetne kucice, dok se Cetiri Stale za krave nalaze blize samoj
obali. Vlasnici kuéica zele izgraditi neprekinutu ogradu koja ée sprijeciti kravama pristup
jezeru, ali ¢e istovremeno omoguditi svim stanovnicima kuéica slobodan i nesmetan
prolaz do obale.
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Je li to mogucée? Ako jest, kako bi ograda trebala biti izgradena da bude $to kraca i
stoga sto jeftinija?

1.7. Deset kuéa

Netko je htio izgraditi 10 kuéa povezanih jakim zidovima; zidovi su trebali biti
rasporedeni u pet ravnih linija, s ¢etiri kuée u svakoj liniji. Arhitekt koji je angaziran
predstavio je plan prikazan na slici.

No, klijent nije bio zadovoljan ovim planom: s ovim rasporedom, svakoj kuéi se moglo
pristupiti izvana, a zelio je da barem jedna ili dvije kuce, ako ne i sve, budu zasti¢ene
zidovima od vanjskog napada.

Arhitekt je prigovorio da se ovaj uvjet ne moze ispuniti, buduéi da se 10 kué¢a moralo
smjestiti, ¢etiri na svakoj od pet linija. Ali klijent je inzistirao.

Arhitekt je dugo razmisljao o ovom problemu i konaéno ga rijesio.

Mozda ¢ete i vi imati dovoljno sreée pronaci raspored 10 kuéa s pet ravnih linija koje
ih povezuju, pri ¢emu je ispunjen trazeni uvjet.
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1.8. Drvecée u vrtu

U vrtu je posadeno 49 stabala kao Sto je prikazano na slici. Vrtlar je utvrdio da je
stabala previSe te zeli ukloniti visak kako bi olaksao sadnju cvjetnjaka.

Pozvao je radnika i dao mu sljedeé¢e upute:

” Ostavite samo 5 redova stabala, 4 stabla u svakom redu. Ostatak posjecite i uzmite ih
kao ogrjev za svoj trud.”
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Kad je rezanje bilo zavrseno, vrtlar je izasao pregledati posao. Na njegovu zalost, vrt je

bio gotovo uniSten: umjesto 20 stabala, radnik je ostavio samo 10, nakon sto je posjekao
39 stabalal

? Zasto ste posjekli toliko? Receno vam je da ostavite 20 stabala”, ukorio ga je vrtlar.

”Ne, ne 20, reteno mi je da ostavim 5 redova od po 4 stabla. Upravo sam to i uéinio.
Pogledajte.”

I doista: vrtlar se zapanjio kad je vidio da 10 preostalih stabala formira pet redova od
po Cetiri stabla. Radnik je u potpunosti ispunio naredbu, a ipak je, umjesto 29 stabala,
posjekao 39.

Kako je to uspio uéiniti?

1.9. Bijeli mis

Svih 13 miSeva koji okruzuju ovu macku predodredeno je da postanu njezina vecera.
Magcka ih zeli pojesti odredenim redoslijedom. Poc¢evsi od odabranog misa, broji miseve
u krugu u smjeru u kojem su okrenuti i pojede svakog trinaestog misa. Nakon §to pojede
jednog misSa, nastavlja brojati od sljede¢eg misa.
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S kojim miSem treba poceti kako bi bijeli mig bio pojeden posljednji?

1.10. 18 zigica

Koristeéi 18 zigica, lako je oblikovati dva cetverokuta tako da jedan bude dvostruko
vece povrsine od drugog (v. sl.).
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Ali koristedi iste zigice, oblikujte dva takva ¢etverokuta tako da jedan ima tri puta veéu
povrsinu od drugog.

1.11. RjeSenja zadataka od 1.1. - 1.10.

RjesSenje problema br. 1.1: Najkrac¢a metoda zamjene prikazana je u nastavku. Bro-
jevi oznacavaju s kojeg panja na koji treba skociti (npr. ”1-5” znaci da vjeverica skace
s panja 1 na panj 5).

Potrebno je ukupno 16 skokova, i to: 1-5; 3-7, 7-1; 8-4, 4-3, 3-7; 6-2, 2-8, 8-4, 4-3; 5-6,
6-2, 2-8; 1-5, 5-6; 7-1.
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RjeSenje problema br. 1.2: Radi prakti¢nosti, pribor za ¢aj zamijenit ¢emo broje-
vima. Tada ¢e problem izgledati ovako:

Moramo zamijeniti mjesta 2 i 5. Evo redoslijeda kojim se predmete treba premjestiti na
prazan kvadrat: 2, 5, 4,2, 1,3,2,4,5,1,4,2, 3,4, 1,5, 2.

Problem se moze rijesiti u 17 poteza - ne postoji krace rjesenje.

RjesSenje problema br. 1.3: Ova tablica prikazuje sve poteze potrebne za rjeSavanje
problema upravitelja garaze, redoslijedom kojim se izvode. Brojevi oznacavaju auto-
mobile, a slova odgovarajuce odjeljke. Za rjeSavanje problema potrebno je ukupno 43
poteza.

Evo ih: 76 - G” znaci: automobil br. 6 ide u odjeljak G i tako dalje.
6—QG 4—A 1—G 3—@G

2—B 7T—F 2—]J 6—1
I—E 8§ —E 7—H 2—13
3—H 4—D 1—A 5—H
4—1I 8§ —C 7T—G 3-—C
33— 7T—A 2 — 5—G
6—K 8§ —G 6—E 3—B
4—G y=—A 3—H 6—E
1—1I 2—B 8§ —L 5—1
Zi—F 1—E 3—1 6—1J

5—H § —1I 7—K

RjesSenje problema br. 1.4: Na ovom dijagramu prikazana su tri puta koji se ne
sijeku:
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parcela: parcela parcela
Jakova Petra Pavla

Petar i Pavao moraju i¢i priliéno vijugavim putovima, ali barem braca izbjegavaju
nezeljene susrete.

RjeSenje problema br. 1.5: Strjelice na slici pokazuju koje su muhe promijenile
polozaj i iz kojih su se kvadrata preselile.

9

9

2

RjeSenje problema br. 1.6: Ograda se moze izgraditi na dva nacina. Na slici su dana
dva nacrta moguca smjera postavljanja ograde. Ograda izgradena prema drugom nacrtu
je kraca i stoga jeftinija.
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Rjesenje problema br. 1.7: Ovo je jedini raspored u kojem su dvije kuée (u 3 slucaja)
sigurne od napada izvana.

Vidite da je 10 kuc¢a ovdje rasporedeno prema uvjetima zadatka ili kako je trazeno u
zadatku/problemu: ¢etiri na svakom od pet ravnih zidova.

RjeSenje problema br. 1.8: Stabla koja su ostala neposje¢ena rasporedena su na
sljedeéi naéin (v. sl.):

s “
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Kao sto vidite, preostala stabla tvore 5 ravnih redova, s 4 stabla u svakom redu.

RjesSenje problema br. 1.9: Kako biste unaprijed odredili od kojeg misa poceti bro-

jati, postavite 12 tocaka i jedan krizié¢ (v. sl.) oko kruga i poénite brojati od krizié¢a®.

!Ovu smo uputu uzeli iz knjige B. A. Kordemskog ”Matematicka pamet” objavljene 1955. godine.
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Kruzeéi krugom u jednom smjeru, prekrizite svaku trinaestu tocku dok ne ostane jedna
tocka. Ta tocka odreduje mjesto bijelog misa. Sada na mjesto pocetnog krizi¢a stavite
misa kojeg macka prvog pojede.

o X o
o °

Macka prvo mora pojesti miSa koji se na crtezu rjesenja nalazi oznacen.

Pokusajte od tog misa brojati u krug i prekriziti svakog 13. mi8a. Vidjet ¢ete da ¢e bijeli
mis biti posljednji prekrizen.

¢
LN

Rjesenje problema br. 1.10.

Dijagram prikazuje kako od 18 zigica oblikovati dva Cetverokuta, jedan tri puta vecée
povrsine od drugog. Drugi cetverokut je paralelogram s visinom jednakom 1% zigice.

Povrsina paralelograma jednaka je njegovoj osnovici pomnozenoj s visinom. Osnovica
naSeg paralelograma sadrzi 4 zigice, a visina je 1% zigice; znaci, povrsina je 4 - 1%, tj. 6
takvih kvadrata, od kojih su 2 u manjem cetverokutu.

Znagci, donji ¢etverokut ima povrsinu tri puta veéu od gornjeg.



12

Za mlade matematicare. Zabavni problemi.




2. Deset jednostavnih zadataka

2.1. Bacve

U trgovinu je dostavljeno Sest bac¢vi kerozina. Na slici je prikazano koliko je kanti keroz-
ina sadrzavala svaka bacva.

Prvog dana pojavila su se dva kupca. Jedan je kupio dvije cijele bacve, a drugi tri bacve,
pri ¢emu je prvi kupio upola manje kerozina od drugoga. Nisu ¢ak ni morali otvarati
bacve.

Nakon toga od 8est bacvi u skladistu ostala je samo jedna. Koja?

2.2. Do pola

Baéva je naizgled napola puna vode. Ali Zelite toéno znati je li do pola puna, vise od
pola ili manje od pola. Nemate Stap ili bilo koji drugi instrument za mjerenje bacve.
Bac¢va nema slavinu. Kako mozete utvrditi je li ba¢va toéno napola puna?

2.3. Nemoguéa jednakost

Kazemo da je poluprazna baéva isto $to i polupuna bacva. Ali ako su polovice jednake,
onda i cijele ba¢ve moraju biti jednake.

Ako je poluprazna bacva jednaka polupunoj bac¢vi, zaklju¢ujemo da prazna baéva mora
biti jednaka punoj.

Dakle, prazna je jednaka punoj!
Zasto je zakljucak pogrjesan?

2.4. Broj vlasi

Mislite li da na svijetu postoje dvije osobe s istim brojem vlasi na glavi?
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Mogli biste odgovoriti da dvije potpuno ¢elave osobe imaju jednak broj vlasi, jer obje
nemaju nijednu vlas.

To bi bio to¢an odgovor, ako bismo rac¢unali i ¢elave osobe.

Ali ne pitam za ljude bez vlasi, ve¢ za one s gustom kosom. Postoje li na svijetu dvije
osobe s potpuno istim brojem vlasi na glavi?

Ili se mozda dvije takve osobe mogu nac¢i u Lenjingradu ili Moskvi?

2.5. Cijena uveza

Uvezana knjiga kosta 2 rublje i 50 kopejki. Knjiga je 2 rublje skuplja od uveza.

Koliko kosta uvez?

2.6. Cijena knjige

Ivan kupuje sve knjige koje su mu potrebne od knjizara kojeg poznaje s popustom od
20%. Pocevsi od 1. sijecnja, cijene svih knjiga poveéavaju se za 20%. Ivan ée, zacudo, i
dalje platiti manje od ostalih kupaca koji su platili prije 1. sije¢nja.

Je li u pravu?

2.7. Glave i noge

Konji su pasli na livadi pod nadzorom svojih kocijasa.

Ako biste htjeli prebrojati ukupan broj nogu na livadi, izbrojali biste ukupno 82. A ako
biste prebrojali glave, otkrili biste da je ukupno 26 glava - konjskih i ljudskih.

Koliko je konja bilo, a koliko kocijasa?

Treba napomenuti da na livadi nije bilo konja bez nogu ili koé¢ijasa s invaliditetom.

2.8. Koristenje abakusa

Bez sumnje ste upoznati s koriStenjem abakusa i znate da je prikazivanje iznosa od 25
rubalja vrlo jednostavan zadatak.

Ali zadatak postaje izazovniji ako dobijete poseban zahtjev: prikazati taj iznos koristeéi
25 perli umjesto 7.

Pokusajte na abakusu prikazati iznos od 25 rubalja pomo¢u tocno 25 perli.

Naravno, to se u praksi nikada ne radi, ali problem je i dalje rjesiv, a odgovor je prili¢cno
zanimljiv.

2.9. Rijedak novcié

Kolekcionar rijetkih predmeta obavijesten je da je tijekom iskapanja u Rimu pronaden
novc¢i¢ s latinskim natpisom ”55. pr. Kr.”.

"Nov¢éié je, naravno, krivotvoren”, odgovorio je kolekcionar.

Kako je to mogao znati a da nije vidio sam nov¢ié, niti njegovu sliku?
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2.10. Sparoge

Zena obiéno kupuje §paroge od piljara na trznici u velikim sveznjevima, svaki opsega 40
centimetara. Mjeri ih dok kupuje kako bi se uvjerila da je ne vara.

Ali jednog dana, piljar nije imao svezanj od 40 centimetara, pa je kupcu ponudio dva
tanka sveznja, svaki opsega 20 centimetara, za istu cijenu.

Zena je izmjerila dva sveznja i, nakon §to je potvrdila da svaki doista ima opseg od 20
centimetara, platila piljaru isti iznos kao sto je prethodno platila za jedan debeli svezanj.

Je li tom kupnjom ostvarila dobitak ili gubitak?

2.11. Rjesenja zadataka 2.1.-2.10.

RjesSenje problema br. 2.1:

Prvi kupac kupio je baévu od 15 kanti i ba¢vu od 18 kanti. Drugi je kupio bac¢vu od 16
kanti, bacvu od 19 kanti i ba¢vu od 31 kante.

Doista:

15+18 =33

16 +19 + 31 = 66,

tj. drugi kupac kupio je dvostruko vise kerozina od prvoga.

Bac¢va od 20 kanti ostala je neprodana.

Ovo je jedini moguéi odgovor. Ostale kombinacije ne daju potreban omjer.

RjeSenje problema br. 2.2:

Najjednostavniji je nac¢in nagnuti ba¢vu tako da voda dosegne rub.

Ako se dio dna baé¢ve vidi iznad povrSine vode, u ba¢vi je manje od polovice vode.
Ako je cijelo dno ispod razine vode, u baé¢vi je vise od polovice.

A ako je gornji rub dna to¢no u razini vode, bacva je napunjena to¢no do polovice.

Rjesenje problema br. 2.3: Poluprazna bacva nije 1/2 prazne bacve, niti je polupuna
bacva 1/2 pune baéve. Izrazi polupuna i poluprazna se odnose na istu koli¢inu tekuéine,
pa jednakost ne mozemo samo pomnoziti s 2 i tvrditi da je prazno jednako puno.

Nije iznenadujuée da smo zbog tog nesporazuma dosli do pogrjesnog zakljucka.
RjesSenje problema br. 2.4: Prije rjeSavanja problema, zapitajte se:

Sto je brojnije - broj ljudi na svijetu ili broj dlaka na glavi jedne osobe?
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Naravno, na svijetu ima neizmjerno vise ljudi nego sto ima dlaka na glavi jedne osobe.
Imamo samo 150 000-200000 dlaka na glavi, dok na svijetu ima 1800 milijuna ljudi.

A ako je tako, onda moraju postojati ljudi s istim brojem dlaka!

I ne samo u cijelom svijetu, ve¢ ¢ak i u svakom gusto naseljenom gradu s vise od
200000 stanovnika. Moskva ima 1,5 milijuna stanovnika, sto znaci da desetci Moskov-
ljana moraju imati isti broj dlaka.

Uostalom, ne moze postojati 1,5 milijuna razli¢itih cijelih brojeva, od kojih nijedan nije
veéi od 200000.

RjesSenje problema br. 2.5: Ljudi obi¢no odgovore bez razmisljanja:
" Uvez kosta 50 kopejki.”

Ali onda bi knjiga kostala 2 rublje, Sto znaci da bi kostala samo 1 rublju i 50 kopejki
vige od uveza!

Tocan odgovor: uvez kosta 25 kopejki, knjiga stoji 2 rublje i 25 kopejki.

RjesSenje problema br. 2.6: Ivan ¢e, zacudo, i dalje platiti manje od ostalih kupaca
koji su platili prije 1. sijecnja.

Dobit ée popust od 20% na cijenu poveéanu za 20%; drugim rije¢ima, dobit ¢e popust
od 20% na 120%, $to znaci da ne ¢e platiti 100%, veé¢ samo 96% prethodne cijene knjige.
Knjigu od 3 rublje platit ¢e 2 rublje i 88 kopejki, a ne 3 rublje.

RjeSenje problema br. 2.7: Kad bi svih 26 glava na livadi bilo ljudskih, ne bismo
izbrojali 82 noge, veé samo 52, tj. 30 nogu manje. Zamjenom jedne ljudske glave konj-
skom glavom ukupan broj nogu povecao bi se za 2.

Stoga, da bismo izbrojali 82 noge, morali bismo napraviti ovu zamjenu 15 puta - tada
bismo pronasli nedostajuéih 30 nogu.

Dakle, od 26 glava, 15 je pripadalo konjima, a preostalih 11 ljudima.

RjeSenje problema br. 2.8: Uobicajeno bismo prikazali 25 rubalja na abakusu
pomocéu 2 perle na 7zici za desetice (20 rubalja) i 5 perli na zici za jedinice (5 rubalja).
Ukupno: 2 + 5 = 7 perli.

7
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Doista: 20 rubalja + 4 rublje + 90 kopejki + 10 kopejki = 25 rubalja.
Broj perlije 2 +4 + 9 + 10 = 25.

RjesSenje problema br. 2.9: Jesu li Rimljani mogli znati da ¢e se Krist roditi 53
godina kasnije, kujuéi novac prije Kristova rodenja?
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Rjesenje problema br. 2.10: Zena je pogrijesila. Dvostruki svezanj ne sadrzi

Zena je trebala platiti upola manje ili naruéiti ne dva, veé Eetiri tanka sveznja.
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3. Deset tezih problema

3.1. Koliko ima pravokutnika?

Koliko pravokutnika mozete izbrojati na ovoj slici?

Nemojte zuriti s odgovorom. Imajte na umu da se pitanje ne odnosi samo na broj
kvadrata, nego na ukupan broj pravokutnika - velikih i malih - koji se mogu izbrojati
na ovoj slici.

3.2. Réaumur i Celsius

Naravno, znate razliku izmedu Réaumurove i Celzijeve temperaturne ljestvice.

Recite mi: jesu li stupnjevi na Réaumurovom termometru uvijek veéi od onih na Celsi-

jevom termometru?

_—

3.3. Stolar i tesari

Zaposleno je Sest tesara i jedan stolar.

Svaki je tesar zaradio 20 rubalja, a stolar je zaradio 3 rublje vise od prosjeéne zarade
svih sedam radnika.

Koliko je dakle stolar zaradio?

3.4. Devet znamenki

Napisite devet znamenki redom: 12345678 9.
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Mozete, bez promjene njihovog redoslijeda, umetnuti znakove plus i minus izmedu zna-
menki tako da zbroj bude to¢no 100.

Lako je, na primjer, dobiti 100 umetanjem + i — Sest puta: 124+3—4+5+674+8+9 = 100.
Ako zelite umetnuti + ili — samo cetiri puta, mozete dobiti i 100.
12344 -5+ 67— 89 = 100.

Medutim, pokusSajte dobiti 100 koristeéi + i — samo tri putal

Mnogo je teze. Ipak, sasvim je moguée; samo morate biti strpljivi.

3.5. Knjiski moljac

Na mojoj knjiznoj polici nalaze se Puskinova djela u osam svezaka, svezak do sveska.

Vracajuéi se s dace!, bio sam razdrazen kad sam otkrio da je knjizni moljac ovog ljeta
marljivo busio mog Puskina, uspijevajuéi izgristi put od prve stranice prvog sveska do
posljednje stranice treéeg sveska.

Koliko je stranica ukupno crv pojeo, ako prvi svezak ima 700 stranica, drugi 640, a treci
6707

3.6. Zbrajanje i mnozenje

Bez sumnje ste viSe puta primijetili neobi¢no svojstvo jednakosti:

2+2=4
2.-2=4.

To je jedini primjer u kojem su zbroj i umnozak dvaju cijelih, medusobno jednakih
brojeva jednaki.

Medutim, mozda niste svjesni da postoje mjesoviti brojevi (iako ne jednaki) s istim
svojstvom:

11
341- =4
T4
11
3.1- =4-
2 2

Pokusajte pronadi vise primjera takvih brojeva. Da ne mislite da je vasa potraga uza-
ludna, reéi ¢u vam da postoji poprilican broj takvih brojeva.

3.7. Gadanje na parobrodu

Dobar strijelac stoji na jednoj strani parobroda, a meta je postavljena na suprotnoj
strani. Parobrod se krece kao $to je prikazano dugom strjelicom na prilozenom crtezu.

Daca je ruski naziv za vikendicu ili kuéu za odmor izvan grada.
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strijelac |_|

meta

—

» -

Strijelac je savrseno nanisanio. Hoce li pogoditi metu?

3.8. Pod vodom

Vaga ima kamen mase to¢no 2 kilograma na jednoj tavi i zeljezni uteg od 2 kilograma
na drugoj.

Pazljivo spustam vagu pod vodu.

Ostaju li tave uravnotezene?

3.9. Kako je napravljeno?

Na slici je drvena kocka izradena ili slozena od dva komada drva tako da gornja polovica
kocke ima izbocine koje se uklapaju u udubljenja u donjoj polovici.

Pogledajte oblik i polozaj izbo¢ina i objasnite: kako je stolar uspio spojiti dva komada?

3.10. Brzina vlaka

Sjedis u vagonu vlaka i zeli§ znati koliko brzo putuje.

Mozes li to odrediti po zvuku kotaca?

3.11. RjeSenje zadataka od 3.1. - 3.10.:

RjeSenje problema br. 3.1: Na ovoj slici nalazi se 225 razli¢ito postavljenih pra-
vokutnika.

RjesSenje problema br. 3.2: Ako govorimo o stupnjevima temperature, onda je, na-
ravno, stupanj Réaumura uvijek veci od stupnja Celzija, to¢no za %; stoga, ako je u
va$oj sobi 16 stupnjeva Réaumura, onda je to Celzijevih 20 stupnjeva.
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Ali to ne znadi da na plocici termometra na kojoj su oznacene podjele (na ”ljestvici”),
duljina stupnjeva uvijek treba biti ve¢a na Reaumurovu termometru nego na Celzijevu
termometru.

Duljina podjele ovisi o koli¢ini Zive u balonu termometra i debljini cijevi. Sto je vise
zive u balonu i Sto je cijev tanja, to se ziva viSe dize u cijevi kada se zagrijava i vedi je
razmak izmedu dviju podjela skale.

U tom smislu, ”stupanj” moze imati 8irok raspon duljina i sasvim je razumljivo da je
takav stupanj Reaumura ¢esto manji od stupnja Celzija.

RjeSenje problema br. 3.3: Lako je saznati prosjetnu zaradu sedam radnika; da biste
to ucinili, visak od 3 rublje podijelite podjednako medu Sest tesara.

Dakle, svakom od Sest tesara dodamo 50 kopejki na njegovih 20 rubalja; to je prosjeéna
zarada svih sedam radnika.

Iz ovoga saznajemo da je stolar zaradio 20 rubalja i 50 kopejki + 3 rublje, tj. 23 rublje
i 50 kopejki.

RjeSenje problema br. 3.4: Evo kako mozete dobiti 100 iz niza od devet znamenki i
tri znaka + 1 —: 123 — 45 — 67 + 89 = 100.

Doista: - P -
3 45 212

tgo Te7 T 112.

212 112 100

Problem nema drugih rjesenja.
Medutim, ako imate strpljenja, pokusajte s drugim kombinacijama.

Rjesenje problema br. 3.5: Cini se da bi jednostavno zbrajanje brojeva stranica triju
svezaka rijesilo problem. Ali nemojte zuriti s rjesenjem.

Primijetite kako su knjige rasporedene na polici i kako su stranice rasporedene.
moljac

Vidite da je prva stranica prvog sveska uz stranicu 640 drugog sveska, a posljednja
stranica treteg sveska uz stranicu 1 drugog sveska.

Ako se crv ukopao od prve stranice prvog sveska do posljednje stranice treteg sveska,
tada bi progrizao samo 640 stranica srednjeg sveska, plus Cetiri korice - ne vise.

RjesSenje problema br. 3.6: Postoji bezbroj parova takvih brojeva. Evo nekoliko
primjera:
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4+1%/,=5Y; 5+1Y =6Y,;

4x1Y/ =5 ; 5x1Y =6/,

11+1.1=12.1: 9+1'/ =10/ :

11x1,1=12.1; 9x1'/ =10/,
21+1Y, =22/ . 101+1.01=102.01:
21x1Y,.=22'/,: 101+1.01=102.01.

RjeSenje problema br. 3.7: Naravno, dobar strijelac ¢e pogoditi metu - sve dok se
parobrod krece jednoliko po pravcu.

Takvo kretanje broda ne moze ni na koji nacin utjecati na let metka.

Drugadciji bi ishod bio da se, u samom trenutku pucnja, brod naglo zaustavi, uspori,
ubrza ili promijeni kurs: tada metak mozda ne ¢e pogoditi metu.

RjesSenje problema br. 3.8: Svaki predmet uronjen u vodu postaje laksi: on ”gubi”
onoliko tezine koliko je teska istisnuta voda.

Poznavajuéi ovaj zakon (koji je otkrio Arhimed), lako mozemo odgovoriti na problem.

Kamen od 2 kilograma zauzima veéi volumen od Zeljeznog utega od 2 kilograma jer je
kamen, granit, laksi od zeljeza. Stoga ¢e kamen istisnuti veé¢i volumen vode od utega i,
prema Arhimedovom zakonu, izgubit ¢e vise tezine u vodi nego uteg.

RjeSenje problema br. 3.9: Drvena kocka se vrlo lako otvara, kao $to se moze vidjeti
na slici.

Trik je u tome Sto izbocine i udubljenja nisu rasporedeni u kriz, kako bi se nekome
moglo nehotice uciniti pri pregledu gotovog proizvoda, veé paralelno, pod kutom.

Ove izbocine je vrlo lako umetnuti u odgovarajuéa udubljenja sa strane.

RjesSenje problema br. 3.10: Vjerojatno ste primijetili, naravno, da kada se vozite u
vagonu vlaka, stalno osjecate ritmican trzaj; nikakve opruge ga ne mogu ué¢initi neprim-
jetnim.

Ti se trzaji javljaju jer se kotaci lagano tresu na spoju dviju tracnica, a taj se trzaj
prenosi na cijeli vagon.

Stoga samo trebate izbrojati koliko trzaja vagon dozivi u minuti kako biste saznali koliko
je tracnica vlak prosao. Sada preostaje samo pomnoziti taj broj s duljinom tracnice i
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dobit ¢ete udaljenost koju je vlak presao u jednoj minuti.

Kada Zzeljeznicki kota¢ prode spoj tracnica, kraj A se savija prema dolje, dok kraj B
ostaje ravan. To je izvor trzaja koji osje¢aju oni koji se voze u vagonu.
Tipi¢na duljina tra¢nice je oko 8% metara?. Pomoéu sata izbrojite broj udaraca u minuti,

pomnozite taj broj s 8 1/2, zatim sa 60 i podijelite s 1000 - to ¢e vam dati broj kilometara
koje vlak prijede na sat.

Buduéi da je to otprilike polovica, dovoljno je jednostavno podijeliti broj udaraca u
minuti s 2 kako biste otprilike odredili koliko kilometara vlak prijede na sat.

2Na nekim Zeljeznicama tracnice su dugacke 6 metara. Nakon izlaska iz vlaka na stanici, duljinu
tracnica mozete mjeriti u koracima; svakih 8 koraka moze se uzeti kao 5 metara.



4. Opticke iluzije

4.1. Tajanstveni crtez

Pogledajte ova dva lica.

Pocnite pomicati knjigu lijevo i desno, promatrajuéi crtez bez prestanka. Dogodit ¢e
se nesto neobic¢no: lica kao da ozivljavaju - pocet ¢e pomicati zjenice lijevo i desno, a
istovremeno ¢e okretati usta i nos.

Zasto se to dogada?

4.2. Tri novéica

Poslozite tri novéiéa (identi¢na ili razli¢ita) jedan do drugoga kao na slici. Ono to ¢u
vas zamoliti da s njima ucinite na prvi pogled ¢ini se vrlo jednostavnim. Ono §to Cete
sljedece nauciti bit ¢e jos iznenadujuce.

Evo problema: pomaknite srednji novéi¢ prema dolje tako da izmedu njega i svakog od
preostala dva bude razmak jednak udaljenosti izmedu A i B (v. sl.).

A B

Pri rjesavanju problema trebali bi se osloniti samo na procjenu okom, odnosno ne smijete
koristiti neko pomagalo (Sestar, metar, papir, ...). Nije potrebna velika preciznost: ako
pogrijesite za samo 1 centimetar, problem ¢e se smatrati ispravno rijeSenim.

4.3. Cetiri oblika

Koji je od cetiri oblika najvedi, a koji najmanji?
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C]ddd

Odgovorite koristec¢i samo procjenu okom.

4.4. Koji je dulji?
Na slici su uz vlak nacrtane tri figure. Odgovorite na ovo pitanje: ako ih izmjerite pomocu
komada papira ili Sestara koja ¢e figura biti dulja?

Naravno, problem je vrlo jednostavan kada ga stvarno rijesite. Ali pokusajte unaprijed
predvidjeti koja je figura dulja, bez mjerenja, a zatim se testirajte.

Odgovor ¢e biti ugodno iznenadenje.

4.5. Opseg prsta
Koliko je puta opseg vaSeg prsta - primjerice, srednjeg prsta - manji od opsega vaseg
zapeséa?!

Pokusajte odgovoriti na ovo pitanje, a zatim provjerite svoj odgovor komadi¢em konca
ili trakom papira.

Mogu vam unaprijed re¢i da éete biti prilicno zbunjeni rezultatima.

Zasto?

4.6. Krive noge

Zasto ove dvije osobe imaju tako krive noge?
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4.7. Iznenadenje

Zatvorite jedno oko, a drugim gledajte bijeli kvadrat na vrhu prilozenog crteza.Nakon
deset ili petnaest sekundi primijetit ¢ete nesto potpuno neocekivano.

Sto toéno?

4.8. Balon na vrudéi zrak

Tvornicki dimnjak na slici zaklanja dio uzeta za koje je vezan balon.

Ali ¢ini se da je umjetnik pogrijesio - je li uze desno od dimnjaka produzetak lijevog
dijela uzeta? Ispravi crtez.
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4.9. Koji pravci?

U kojem su smjeru zakrivljene stranice ovog trokuta?

7\

\—

4.10. Vrtne staze

Sto je dulje: udaljenost izmedu tocaka A i C ili izmedu A i B?

Prvo dogovorite, pa tek onda mjerite kako bi provjerili odgovor. Jeste li bili u pravu?
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4.11. RjeSenje zadataka od 4.1.-4.10.:

RjeSenje problema br. 4.1: Zjenice na ovim crtezima kao da se pomicu iz istog
razloga iz kojeg se filmske scene ozivljavaju.

Kada pogledamo crtez s desne strane, a zatim brzo pomaknemo pogled ulijevo, pocetni
vizualni dojam ne nestaje odmah, veé se zadrzava na trenutak. Kada izblijedi i zamijeni
ga novi, prirodno bi se trebalo ¢initi kao da su se zjenice na crtezu pomaknule iz jednog
kuta oka u drugi.

RjeSenje problema br. 4.2: Vase rjesenje je vjerojatno bilo nesto poput ovoga:

Cini se da u potpunosti zadovoljava problem, zar ne?

Ali pokusajte izmjeriti udaljenosti Sestarom - vidjet ¢ete da ste promasili za gotovo pola!
A evo i ispravnog rasporeda novéiéa - iako se nasem oku ¢ini potpuno pogrjesnim (v.sl.).
' C

Lgl .
-

Sto su krugovi veéeg ili duljeg polumjera, to je opticka iluzija stvarnija. Eksperiment
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takoder dobro funkcionira ako koristite krugove razli¢itih polumjera.

RjeSenje problema br. 4.3: Sve ¢etiri figure su iste veli¢ine, iako se ¢ini da se smanjuju
s lijeva na desno.

U svakom paru, figura s desne strane izgleda manja od lijeve jer se lijeva figura Siri
prema desno.

RjeSenje problema br. 4.4: Ovo je zanimljiva opticka iluzija: lik ¢ovjeka koji hoda
ispred je toc¢no iste duljine kao i lik ¢ovjeka u cilindru.

Covjek ispred izgleda daleko veéi u usporedbi s ¢ovjekom u cilindru samo zato sto je
covjek ispred prikazan kako hoda u daljini.

Navikli smo da predmeti postaju manji kako se udaljavaju; stoga, kada u daljini vidimo
ljudsku figuru u prirodnoj veli¢ini, nehotice zaklju¢ujemo da je to covjek velikih ili
povelikih proporcija, buduéi da se ¢ini velikim ¢ak i iz velike udaljenosti.

RjeSenje problema 4.5: Rezultat mjerenja zbunit ¢e vas jer ¢e otkriti veliku pogrjesku
u vaSoj procjeni.

Vjerojatno ste mislili da je opseg prsta 5-6 puta manji od opsega zapeséa. Medutim,
lako je izravno provjeriti da je opseg zapeséa samo oko tri puta veci od opsega prsta.

Tesko je objasniti zasto nastaje ova opticka iluzija.
Rjesenje problema br. 4.6: Noge ovih ljudi uopée nisu krive!

Mozete provjeriti jesu li ravne pomoéu ravnala - svih osam linija savrSeno su ravne i
medusobno paralelne.

Mozete provijeriti i bez ravnala: drzite knjigu u razini oCiju i pogledajte duz linija nogu
- jasno ¢ete vidjeti da su noge ravne.

Prividna zakrivljenost neobi¢na je opticka iluzija koja je posebno izrazena kada se crtez
gleda sa strane.

RjeSenje problema br. 4.7: Neocekivani fenomen je da ¢ée nakon 10 - 15 sekundi
gledanja donja bijela pruga nestati i na njenom mjestu ¢e se pojaviti crna pozadina)!

Nakon 1-2 sekunde, pruga ¢e se ponovno pojaviti, zatim ponovno nestati, samo da bi
se ponovno pojavila i tako dalje.

Ovaj tajanstveni fenomen objasnjava se umorom ociju.

RjeSenje problema br. 4.8: Crtez je apsolutno toc¢an. Postavite ravnalo na uze i
vidjet ¢ete da su, suprotno o¢itom, oba dijela uzeta se nastavljaju jedan na drugi.

RjesSenje problema br. 4.9: Linije uopcée nisu zakrivljene prema unutra ni prema van,
nego izgledaju konkavno jer ih pod kutom presjeca niz lukova.

RjesSenje problema br. 4.10: Suprotno o¢itom, AC' = AB.
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5.1. Okrutni zakon

Nekada davno zivio je zao vladar koji je odbijao pustiti ikoga u svoj dvor.

Strazar, naoruzan od glave do pete, bio je postavljen na mostu preko granicne rijeke i
bilo mu je naredeno da ispituje svakog putnika: ”Zasto dolazig?”

Ako bi putnik lagao, strazar ga je bio duzan uhvatiti i objesiti na mjestu.

Ako bi putnik odgovorio istinu, nije bilo bijega: strazar ga je bio duzan odmah utopiti
u rijeci.

Takav je bio surovi zakon okrutnog vladara i ne ¢udi $to se nitko nije usudio pribliziti
njegovom dvoru.

Ali unato¢ tome, seljak se mirno priblizio ¢uvanom mostu na zabranjenoj granici.
”Zasto dolazis?”

Strazar ga je strogo zaustavio, spremajuci se pogubiti drznika koji je bezobzirno isao u
sigurnu smrt.

Ali odgovor je bio takav da zbunjeni strazar, strogo provodeci okrutni zakon, nije mogao
nista uciniti protiv pametnog seljaka.

Koji je bio odgovor?

5.2. Milosrdni zakon

U jednoj zemlji postojao je obicaj.

Prije pogubljenja, svaki je na smrt osudeni zlo¢inac izvlacio zdrijeb kako bi se mogao
mozda spasiti od smrti. Dva papiri¢a ubacila su se u kutiju: jedan s oznakom ”Zivot”,
drugi ”Smrt”. Ako bi osudenik izvukao prvi papirié¢, dobio bi pomilovanje; ako bi imao
nesreCu izvudéi papiri¢ s oznakom ”Smrt”, kazna bi se izvrSavala.

Izvjesni ¢ovjek koji je zivio u toj zemlji imao je neprijatelje. Oni su ga nevinog optuzili
za zlo¢in i uspjeli da ga sud osudi na smrt.

Stovige, ti neprijatelji nisu htjeli ostaviti nevinom ¢ovjeku ni najmanju ansu za spasenje.
No¢ prije pogubljenja izvadili su papiri¢ s oznakom ”Zivot” iz ladice i zamijenili ga
papiri¢em s oznakom ”Smrt”.
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To je znacilo da bez obzira koji papiri¢ osudenik izvuce, ne moze izbjeéi smrt.
Tako su mislili njegovi neprijatelji.
Ali imao je prijatelje koji su saznali za plan njegovih neprijatelja.

Uspjeli su upozoriti osudenika da su oba zdrijeba u ladici oznacena sa ”Smrt”. Prijatelji
su ga nagovarali da sudcima otkrije prijevaru svojih neprijatelja i inzistira na pregledu
ladice.

Ali, na njegovo zaprepastenje, osudenik je zamolio prijatelje da zavjeru njegovih nepri-
jatelja drze u strogoj tajnosti, uvjeravajuci ih da ¢e, ako to uéini, sigurno biti spasen.
Prijatelji su ga smatrali ludakom . ..

Sljedeéeg jutra, osudenik je, ne rekavsi sudcima o zavjeri svojih neprijatelja, izvukao
zdrijeb 1 bio pusten na slobodu!

Kako je uspio tako sretno izaci iz svoje naizgled beznadne situacije?

5.3. Ucitelj i ucenik

Ono §to je opisano u nastavku navodno se dogodilo u staroj Grckoj.

Ucitelj mudrosti, sofist Protagora, obvezao se poduéiti Quantla svim trikovima pravnog
umijeca. Izmedu ucitelja i u¢enika postignut je dogovor prema kojem je ucenik bio duzan
platiti svom uéitelju naknadu odmah nakon prvog uspjeha, tj. nakon prvog uspjesno
rijeSenog slucaja.

Quantl je ve¢ zavrsio cijeli te¢aj nastave. Protagora je ocekivao isplatu, ali ucenik se
nije zurio prihvatiti svoj prvi slucaj.

Sto je trebalo uéiniti?
Ucitelj se konac¢no dosjetio ideje da naplati dug od ucenika putem suda.

Protagora je tuzio ucenika. Zakljucio je da ako dobije slu¢aj, novac treba naplatiti na
temelju sudske presude; ako izgubi slucaj i, posljedi¢no, njegov ucenik pobijedi, tada
bez rije¢i novac mora ponovno platiti Quantlu, kako je dogovoreno - da se isplati nakon
prvog uspjesnog slucaja u kojem se ucenik pojavi.

Medutim, ucenik je, naprotiv, smatrao Protagorin sluc¢aj potpuno beznadnim. O¢ito je
doista nesto usvojio od svog ucitelja i ovako je zakljucio: ako bude osuden na placanje,
ne bi bio obvezan platiti prema sporazumu - uostalom, izgubio je prvi slucaj; ako bi,
medutim, slucaj bio odlu¢en u njegovu korist, onda opet ne bi bio obvezan platiti - na
temelju sudske presude.

Dogao je dan sudenja. Sudac je bio u velikim potesko¢ama. Medutim, nakon dugog
vije¢anja, sudac je konac¢no pronasao rjesenje: presudu koja bi, iako ni na koji na¢in ne
krsi uvjete sporazuma izmedu ucitelja i uc¢enika, istovremeno bi ucitelju omogucéila da
primi dogovorenu naknadu.

Kakva je bila sudska presuda?

5.4. U mocvari

Odred francuskih vojnika, tijekom kampanje u Alziru, nasao se u podrucju bez vegeta-
cije. Tlo je toliko bilo moévarno da, iako su mogli hodati po njemu, nisu mogli nigdje
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sjediti. Umorni odred krenuo je naprijed u potrazi za prikladnim mjestom za odmor, ali
desetcima kilometara protezalo se isto moc¢varno tlo.

Kako bi se mogli odmoriti, ako nije bilo ni jednog suhog mjesta u blizini, ni¢ega na §to
bi mogli staviti nogu, ili ista na Sto bi mogli sjesti?

Ipak, jedan je vojnik uspio smisliti sretnu ideju koja je spasila cijeli odred iz njihove
nevolje. Vojnici su se udobno smjestili i odmorili.

Kako? Pogodite!

5.5. Trojica izvidaca

Trojica pjesaka izvidaca jednom su se nasla u jednako teskoj situaciji. Trebali su prijeéi
na suprotnu obalu rijeke ali nije bilo mosta.

Istina, dva djecaka vozila su se u kanuu po rijeci, spremna pomod¢i vojnicima. Ali kanu
je bio toliko malen da je mogao podnijeti tezinu samo jednog vojnika: ¢ak ni vojnik i
jedan djecak nisu mogli istovremeno uéi u ¢amac bez rizika da ga potope. Vojnici uopée
nisu znali plivati. ¢inilo bi se da je u takvim uvjetima samo jedan vojnik mogao prijeci
rijeku. U meduvremenu, sva tri izvidaca ubrzo su se sigurno nagla na suprotnoj obali i

vratila kanu djecacima.

Kako su to ucinili?

5.6. Previse predaka

Imam oca i majku. Moj otac i moja majka, naravno, takoder su imali oca i majku.
Dakle, vrac¢ajuéi se tri generacije unatrag, nalazim cetiri pretka.
Svaki od moja dva djeda i svaka od moje dvije bake takoder su imali oca i majku.

Stoga, u Cetvrtoj generaciji imam osam izravnih predaka. Vracajuéi se pet, Sest, sedam
i tako dalje, nalazim da broj mojih predaka stalno raste i izuzetno je brojan.

Konkretno:

B ¥

u 2. pokoljenju 2 pretka
4_

%]

I

¥ 8 b3
B 16 ¥

N
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u 6. pokoljenju 32 pretka

] ¥ 64 ¥

8 ¥ 128 ¥

9 » 256 »
10 » 512 »
11 » 1024 ¥
12 » o 2048 ¥
13 » o 4096 ¥
14 ¥ 8192 ¥
15 » 16384 ¥
16 » 32768 »
17 » 65530 »
18 » 131072 »
19 » 262144 »
20 » 524288 »

Vidite da sam prije dvadeset generacija veé¢ imao cijelu vojsku izravnih predaka, vise od
pola milijuna. I sa svakom sljede¢om generacijom taj se broj udvostrucuje.

Ako brojimo, kako je opéeprihvaéeno, tri generacije po stolje¢u, onda je na pocetku nase
ere, prije 19 stoljec¢a, na Zemlji morao zivjeti bezbroj mojih predaka: moze se izra¢unati
da je njihov broj morao dosegnuti 18 znamenki!

Sto dalje gledamo u proslost, broj je mojih predaka trebao biti veéi.
Tijekom ere prvih faraona, njihov broj morao je dosegnuti nevjerojatne razmjere.

U kamenom dobu, koje je prethodilo egipatskoj povijesti, moji su pretci vjerojatno veé
bili skuceni na globusu.

Ali vi, ¢itatelji, imali ste jednako toliko izravnih predaka. Dodajte ih mojim i dodajte
pretke svih svojih poznanika i dodajte pretke svih ljudi koji danas Zive na Zemlji i lako
mozete zamisliti stragne skucene uvjete u kojima su zivjeli nagi pretci: doslovno nije bilo
dovoljno mjesta za njih na globusu!

Mozete li im pokazati izlaz iz ove neugodne situacije?

5.7. Cekanje tramvaja

Tri brata, vracajudéi se kuéi iz kazalista, priblizila su se tramvajskim tracnicama kako bi
se ukrcali u prvi tramvaj koji naide.

Tramvaj se nije pojavio, pa je najstariji brat predlozio da pricekaju.

”Umjesto da stojimo ovdje i ¢ekamo”, odgovorio je srednji brat, ”"idemo naprijed. Kad
nas tramvaj sustigne, onda ¢emo uskociti; a u meduvremenu ¢e dio putovanja veé biti
iza nas - brze ¢emo stic¢i kuéi.”

” Ako ¢éemo veé i¢i”, prigovorio je najmladi brat, ”nemojmo i¢i naprijed, nego u suprot-
nom smjeru: tada ¢emo, naravno, prije sresti tramvaj koji dolazi; brze ¢emo sti¢i kuéi.”

Buduéi da se bra¢a nisu mogla medusobno uvjeriti, svaki je u¢inio svoje: najstariji je
ostao ¢ekati, srednji brat je i8ao naprijed, a najmladi se vratio.

Koji je od trojice brace prvi stigao ku¢i? Koji je od njih postupio mudrije?
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5.8. Gdje je gost?

Je li moguce smjestiti 11 gostiju na 10 stolica tako da na svakoj stolici sjedi jedna osoba?
Mislite da je to nemoguce? Ne, moguce je: samo se morate usredotociti na to.

Ucinite ovo. Postavite prvog gosta na prvu stolicu. Zatim zamolite jedanaestog gosta
da privremeno sjedne na istu prvu stolicu.

Nakon sto smjestite ova dva gosta na prvu stolicu, vi smjestite:

3. gost na 2. stolicu
4. »oo» 3. ¥
5. B 4. ¥
6. »oo» 5. ¥
/i »ooo» 6 ¥
8. S 7. ¥
9. oW L ¥
10- Boow a. o

Kao sto vidite, deseta stolica ostaje prazna. Na nju smjestite jedanaestog gosta, koji je
privremeno sjedio na prvoj stolici.

Sada ste sretno izbjegli neugodnu situaciju: smjestili ste svih 11 gostiju na 10 stolica.

Ipak: gdje je otiSao taj jedan gost?

5.9. Bez utega

Deset kilograma maslaca dostavljeno vam je kuéi. Zelite kupiti samo pet kilograma.
Jedan od vasih susjeda ima vagu, ali ni vi, ni dostavlja¢, ni itko od vagih susjeda nema
utege.

Mozete li bez ikakvih utega izvagati pet kilograma od ukupno deset kilograma maslaca?

5.10. Netocna vaga

Zamislite da kada konacno shvatite kako vagati maslac bez utega, vas susjed, koji vam
je posudio vagu, dode i kaze da su njegove vage vrlo nepouzdane: ne mozete se osloniti
na njihovu to¢nost.

Mozete li, ¢ak i na neto¢noj vagi i bez utega, ispravno izvagati 5 kilograma od ukupno
10 kilograma?

5.11. Rjesenja zadataka od 5.1. - 5.10.

RjesSenje problema br. 5.1. Na strazarovo pitanje: ”Zasto dolazis?”, seljak je odgo-
vorio: ”Bit ¢u objeSen na ovim vjesalima.”

Ovaj je odgovor zbunio strazara. Sto bi trebao uéiniti sa seljakom?
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Objesiti ga? Ali seljak je rekao istinu, a za istinit odgovor naredba nije bila da ga se
objesi, ve¢ da ga se utopi. Ali utopiti ga je takoder bilo nemoguce: u tom slucaju, seljak
je lagao, a za lazno svjedocCenje naredba je bila da ga se objesi.

Dakle, strazar nije mogao nista uciniti snalazljivom seljaku.

RjesSenje problema br. 5.2. Prilikom izvlacenja zdrijeba, osudenik je ucinio sljedece:
uzeo je papiri¢ iz ladice i, ne pokazujuéi ga nikome, poderao ga.

Sudci, zele¢i utvrditi §to je napisano na uniStenom komadu papira, morali su iz ladice
izvaditi preostali komad papira: pisalo je "Smrt”. Stoga su sudci zakljucili da na pode-
ranom komadu papira mora pisati ”Zivot” (uostalom, nisu znali nista o zavjeri).

Dok su pripremali nevinog osudenika za sigurnu smrt, njegovi su neprijatelji osigurali
njegovo spasenje.

RjeSenje problema br. 5.3. Presuda je bila sljedeca: uciteljev zahtjev je odbijen, ali
mu je dano pravo da ponovno podnese tuzbu na novoj osnovi - naime, zato sto je uc¢enik
dobio svoj prvi slucaj.

Ovaj drugi slucaj mora se odlu¢no odluciti u uciteljevu korist.

Rjesenje problema br. 5.4. Vojnici su sjedili . .. jednan drugome na koljenu! Poredali
su se u krug, a svaki je vojnik sjedio na koljenu svog susjeda.

Mislite li da je posljednji vojnik morao sjediti u moévari?

Nikako: u kruznoj formaciji uopée nema ”zadnjeg” vojnika: svaki vojnik sjedi na koljenu
svog susjeda, a krug sjedec¢ih vojnika se zatvara.

Ako vam se ovo ¢ini sumnjivim, poku8ajte stvoriti takav krug s nekoliko desetaka pri-
jatelja. Modi ¢ete se sami uvjeriti da je snalazljivi vojnik pronasao stvarno, a ne prividno
rjeSenje problema.

RjesSenje problema br. 5.5. Potrebno je bilo sljede¢ih Sest putovanja:

1. putovanje. Oba djecaka stizu na suprotnu obalu i jedan od njih donosi kanu izvidac¢ima
(drugi ostaje na drugoj obali).

2. putovanje. Djecak koji je donio kanu ostaje na ovoj obali, a prvi vojnik ulazi u kanu
i prelazi na suprotnu obalu. Kanu se vraca s drugim djecakom.

3. putovanje. Oba djecaka prelaze rijeku i jedan od njih se vra¢a kanuom.
4. putovanje. Drugi vojnik prelazi na suprotnu obalu. Kanu se vraca s djecakom.
5. putovanje - ponavljanje 3.

6. putovanje. Tre¢i vojnik prelazi na suprotnu obalu. Kanu se vraca s djecakom, a djecaci
nastavljaju prekinutu voznju kanuom niz rijeku.

Sada su sva tri vojnika na drugoj obali.

Rjesenje problema br. 5.6. Apsurdan rezultat koji smo dobili pri brojanju nasih
predaka objasnjava se Cinjenicom da smo previdjeli jednu vrlo jednostavnu éinjenicu.
Nismo uzeli u obzir da nasi daleki preci mogu biti u krvnom srodstvu i stoga imati
zajednicke pretke.

Moj otac i moja majka, mozda cak u petom ili Sestom koljenu, imali su zajednickog
djeda, koji je mozda bio i vas predak, dragi Citatelju.

Ovo razmatranje poniStava sve nage izracune i svodi bezbrojne horde nasih dalekih
predaka na vrlo skroman broj, koji ne bi predstavljao prijetnju obitelji.
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RjesSenje problema br. 5.7. Mladi brat, vracajuéi se uz prugu, ugledao je tramvaj
kako mu dolazi u susret i uskoc¢io u njega. Kad je ovaj tramvaj stigao do mjesta gdje je
¢ekao stariji brat, ovaj je uskocio.

Malo kasnije, isti tramva] sustigao je srednjeg brata ispred sebe i smjestio ga. Sva tri
brata nasla su se u istom tramvaju - i, naravno, stigla su kuéi u isto vrijeme.

Medutim, najstariji brat postupio je najmudrije: mirno ¢ekajuéi na jednom mjestu,
manje se umarao od ostalih.

RjeSenje problema br. 5.8. Nedostajuéi gost je drugi gost, koji je bio nezapazen
prilikom dodjeljivanja stolica: nakon 1. i 11. gosta, odmah smo presli na 3. i sljedeceg,
preskacudi 2. Tako smo uspjeli smjestiti 11 gostiju na 10 stolica, jednu osobu po stolici.

Rjesenje problema br. 5.9. Problem se u biti svodi na dijeljenje 10 kilograma maslaca
na dva jednaka dijela. Stavite list papira na svaku tavu i dodajte im jos maslaca dok se
vaga ne uravnotezi.

Jasno je da svaka tava sada sadrzi to¢no 5 kilograma - pod pretpostavkom da je vaga
tocCna.

Rjesenje problema br. 5.10. Cak i s netoénom vagom, isto se moze postiéi, ali na
slozeniji nacin.

Prvo, podijelite deset kilograma maslaca na dva dijela/paketa tako da budu priblizno
(na oko) jednaki. Zatim uzmite jedan od tih dijelova i stavite ga na tavu vage, a u drugu
tavu dodajte kamencice ili sto god zelite, dok se tave ne uravnoteze.

Zatim izvadite prvi dio maslaca iz tave i zamijenite drugim dijelom. Ako tave vage
ostanu u istom polozaju, tada su oba dijela maslaca jednaka, buduéi da se medusobno
zamjenjuju po masi. U ovom slu¢aju, naravno, svaki od njih tezi toc¢no 5 kilograma.

Ako tave nisu u ravnini, prebacite malo maslaca s jedne na drugu i ponavljajte to dok
obje tave ne budu savrseno jednake na vagi.

Slican pristup moze se koristiti s netonom vagom: prebacite maslac iz jednog paketa u
drugi dok oba paketa ne povuku kazaljku vage na istu liniju.
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6. Vjesto rezanje i sivanje. Dvaput
mjeri, jednom rezi

6.1. Piratska zastava

Na slici je piratska zastava. Dvanaest uzduznih pruga na njoj oznacavaju koliko pirati
imaju zarobljenika, tj. pirati imaju 12 zarobljenika. Kada zarobe nove zarobljenike, pirati
dodaju na zastavu odgovarajuci broj novih pruga. Obrnuto, za svakog zarobljenika kojeg
izgube, oduzimaju jednu prugu.

Ovaj put, pirati su izgubili dva zarobljenika i stoga moraju ponovno sagiti zastavu tako
da bude 10 pruga umjesto 12.

Mozete li predloziti jednostavan nacin rezanja zastave na dva dijela tako da, nakon
Sivanja, rezultat bude zastava s 10 pruga?

Na taj nacin, nijedan komadi¢ materijala ne bi se trebao izgubiti, a zastava bi trebala
zadrzati svoj pravokutni oblik.

6.2. Crveni kriz

Medicinska sestra imala je kvadratni komad crvene tkanine od kojeg je trebala sasiti
kriz. Zeljela je ponovno sastaviti kvadrat kako se nijedan komad crvene tkanine ne bi
bacio. Nakon duge potrage uspjela je izrezati kvadrat na samo ¢etiri dijela, od kojih je
sastavila kriz. Imao je samo dva Sava, svaki u obliku ravne linije.

Pokusajte uéiniti isto s kvadratnim komadom papira.
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6.3. Ostatci

Druga medicinska sestra imala je ostatke crvene tkanine, poput onih prikazanih na slici.

Sestra je uspjela sasiti kriz od tih ostataka bez rezanja. Kako?

6.4. Dva kriza od jednog

Treta medicinska sestra imala je gotov crveni kriz od tkanine; ali bio je prevelik, pa je iz
njega izrezala drugi, manji, tako da je novi kriz bio u cijelosti izraden od jednog komada
tkanine.

Kad je kriz izrezan, medicinska sestra, skupljajuéi ostatke - bilo ih je samo cetiri -
primijetila je da od njih moze sastaviti jos jedan kriz, bez rezanja ijednog komada, i to
potpuno iste velicine.

Tako je umjesto jednog kriza imala dva manja iste veli¢ine: jedan ¢vrsti, drugi slozeni.

Mozete li mi reéi kako je medicinska sestra to uéinila?

6.5. Mjesecev polumjesec

Polumjesec na slici treba podijeliti na 6 dijelova crtanjem samo 2 ravne linije.

Kako to uciniti?
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6.6. Dijeljenje zarezom

Ovdje vidite siroki zarez (v. sl.).

‘B

Nacrtana je duzina AB. Duzina je podijeljena na 4 dijela. Nacrtane su:
- polukruznica promjera AC' (lijevo od duzine AB)

- polukruznice promjera AB i C'B (desno od duzine AB) kao na slici.
Zadatak je presjeci ovaj lik jednim lukom na dva identi¢na dijela.

Ovaj lik je takoder zanimljiv jer se od dva takva lika moze sloziti krug. Kako?

6.7. Rasklapanje kocke

Ako kartonsku kocku prerezete po rubovima tako da se moze rasklopiti i stavite na stol
sa svih Sest kvadrata, dobit ¢ete lik slican sljede¢im trima:

Zanimljivo je brojati: koliko se razli¢itih likova moze sloziti na ovaj nacin?
Drugim rije¢ima: na koliko se nacina kocka moze rasklopiti na ravnini?

Upozoravam nestrpljivog Citatelja da postoji barem deset razli¢itih likova.

6.8. Izrada kvadrata

Mozete li sloziti kvadrat od pet komada papira ovog oblika (v. sl.)?
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Ako ste shvatili kako rijesiti ovaj problem, pokusajte sloziti kvadrat od pet identi¢nih
trokuta istog oblika kao oni s kojima smo upravo radili (jedna kateta je dvostruko dulja
od druge).

Mozete prepoloviti jedan trokut, ali ostala Cetiri moraju se koristiti neizrezana.

6.9. Cetiri bunara

Na parceli oblika kvadrata nalaze se Cetiri bunara, kao na slici: tri blizu jedan drugome
blizu ruba parcele i jedan u kutu.

8

888

Parcelu su zakupla ¢etiri zakupca, koji su odluéili podijeliti je medu sobom, ali na nacin
da svi imaju parcele potpuno istog oblika i da svaki ima bunar.

Je li to moguce?

6.10. Kamo je nestao mali kvadrat?

Na kraju rjesavanja problema o rezanju oblika, pokazat ¢u Citatelju zanimljiv primjer
rezanja, gdje dio oblika nestaje tko zna kamo.

Na mrezastom papiru nacrtam kvadrat podijeljen na 64 mala kvadrata. Zatim nacrtam
dijagonalu s lijeva na desno, pocevsi od tocke gdje se prvi i drugi kvadrat susreéu na
vrhu i zavrSavajuéi u donjem desnom kutu velikog kvadrata.
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Suprotni kraj ove dijagonale podijeli ¢e kvadrate na dva trokuta.

Donji trokut oznacit ¢emo s C. Oznacit ¢emo cijelu lijevu stranu crteza s A, a desnu
stranu s B.

Sada rezem crtez duz dijagonale i pomi¢em desnu stranu dijagonalno uz rez tako da se
podigne za jedan red kvadrata. Na vrhu ¢e biti mali prazan trokut, a na dnu, desno,
strsit ¢e trokut C.

Uzimam Skare, odrezem stre¢i mali trokut C' i stavljam ga na vrh, gdje ostaje prazan
trokut.
N

N

Savrseno se uklapa.

Sada imamo pravokutnik sa 9 kvadrata visine i 7 kvadrata Sirine.

Ali 7-9 = 63.

To znaci da nas pravokutnik sada sadrzi samo 63 kvadrata, dok ih je prije bilo 64.

Gdje je nestao taj jedan kvadrat?

6.11. RjeSenja zadataka od 6.1. - 6.10.

RjesSenje problema br. 6.1. Izrezite zastavu duz stepenaste linije naznacene ovdje na
slici.

Sada je sve sto preostaje uciniti pomaknuti donji dio zastave prema gore za jedan korak
i saSiti ga. Dobivena zastava viSe ne ¢e imati 12 pruga, ve¢ 10. Postat ¢e izduzenija, ali
ne ¢e nedostajati niti jedan komad tkanine.

RjeSenje problema br. 6.2. Sestra je izrezala kvadratni komad tkanine na ¢etiri dijela
na sljedeéi nac¢in (isprekidana linija pokazuje kako je oznacila linije rezanja: od kutova
kvadrata do sredista stranica).

Od ova cetiri dijela sestra je sasila krizi¢ (v. sl. donju).
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Kao sto vidite, ima samo dva Sava.

RjeSenje problema br. 6.3. Evo kako je medicinska sestra sagila kriz od ostataka:

RjeSenje problema br. 6.4. Nacin na koji je sestra izrezala mali kriz od velikog i
napravila drugi kriz od ostataka prikazan je na dijagramima ovdje:
B

L D

4 B

E

RjeSenje problema br. 6.5. Izradite kao Sto je prikazano na priloZzenom crtezu.

To ¢e rezultirati sa Sest dijelova, koji su prenumerirani radi jasnoce.




6. VjeSto rezanje i Sivanje. Dvaput mjeri, jednom rezi 45

RjesSenje problema br. 6.6. Rjesenje je vidljivo iz prilozene slike. Oba dijela odvo-
jenog ”zareza” su medusobno jednaka jer su sastavljeni od identi¢nih dijelova.

Sljedecéa slika prikazuje kako formirati krug od dva ”zareza” - jednog bijelog i jednog

crnog.

Rjesenje problema br. 6.7. Ovdje su prikazane sve razli¢ite mreze kocke (v. sl.). Ima

S TPy
e S [ el R

Slike 1 i 5 mogu se rotirati; time se dodaju jos dvije mreze, a ukupan broj ¢e biti 12
umjesto 10.

RjesSenje problema br. 6.8. RjeSenje prvog problema moze se vidjeti na slici.

1

5b

Evo kako konstruirati kvadrat od pet trokuta (v. sl.). Jedan trokut je prethodno izrezan,
kao sto je prikazano na slici ispod.
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5a
5b

RjeSenje problema br. 6.9. Nacin podjele zemljista izmedu cetiri zakupca oznacen
je punim linijama na crtezu (v. sl.).

8:

-'.iii. @'@]i....

Parcele su prilicno neobi¢nog oblika, ali za sva Cetiri zakupca potpuno su identi¢ne i
svaka ima bunar.

RjeSenje problema br. 6.10. Tajna misterioznog nestanka 64. kvadrata odmah se
otkriva ako pazljivo izrezete crtez.

c

Pazljivo pogledajte priloZeni crtez: primijetit ¢ete da pravokutnik nije sastavljen od 64
kvadrata, kao Sto se ¢ini iz loSe izvedenog crteza.

?Kvadrati” smjesteni duz reza uopce nisu kvadrati: svaki od ovih likova je nesto veéi
po povrsini od odgovarajuceg kvadrata, a zbroj ovih viskova predstavlja nedostajucu
povrdinu navodno nedostajuéeg kvadratal.

Prijevara ¢e postati jasnija ako lik ne podijelite na 64 kvadrata, ve¢ na samo 4 -4 = 16
kvadrata. Obrnuto, Sto je lik podijeljen na vise dijelova, to je teze uociti pogrjesku.

Lazna dijagonala zapravo nije ravna linija, veé¢ uski paralelogram Gija je povrdina toéno jednaka 1
(odnosno povrsini jednog kvadratiéa).
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7.1. Jeftin ¢uvar

Zakupnik velikog voénjaka trebao je oti¢i na cijeli dan, bas kad su jabuke bile zrele i
najprimamljivije onima koji su voljeli jesti na tudi racun.

Trebao je unajmiti ¢uvara za jedan dan. Skrti zakupnik dugo je trazio najjeftinijeg
¢uvara, dok nije pronasao onog koji uopcée nije trazio novac, veé se zadovoljio placanjem
u jabukama. To je zadovoljilo zakupnika.

”Morat Cete Cuvati cijeli dan, bez smjene ili pauze, bez odlaska ikamo. Imat ¢ete vremena
za spavanje kasnije, kad ne budete na duznosti.”

”U redu, bit ¢u na duznosti bez smjene. Ali ne ¢ete morati platiti ravnomjerno: platit
¢ete za svaki sljededi sat, dvostruko vise od prethodnog.”

”To bi bilo moguce; ali koliko zelite za prvi sat?”

"Ima li Sto manje? Samo mi dajte jednu jabuku za prvi sat, i to je dovoljno. Za drugi
stavi dvije jabuke, i to je dovoljno. Za treéi, ¢etiri, i to je dovoljno. Za Cetvrti ...”

"U redu”, zakupnik se brzo slozio. "Ako je ovaj ¢udak toliko posten koliko je i ne-
promisljen, onda se ¢ini da sam dobro obavio posao: za nekoliko desetaka jabuka, unaj-
mio sam Cuvara na cijeli dan”, pomislio je odlazedi.

Cuvar je ostao na poslu, a zakupnik je mirno otisao, sretan §to na svijetu postoje ljudi
koji ne znaju brojiti. Kad se dan kasnije zakupnik vratio u svoj vo¢njak, ugledao je kola
na vratima na koja je njegov ¢uvar utovarao vrecu za vrec¢om jabuka.

”Sto je ovo!” obrecnu se zakupnik.
”Unajmio sam te da ¢uvas, a ne da pljackas. Gdje nosi§ moje jabuke?”
”Bile su tvoje, sada su moje”, mirno odgovori ¢uvar. ” Vjerojatno si zaboravio dogovor?”

"Dogovor? Ali prema nasem dogovoru, trebao si dobiti cijelu hrpu jabuka u jednom
danu?

Ne zna$ brojiti ...”
"I ne samo jedan utovar. Ne zna§ brojiti.”
”Ne samo jedan utovar! Kakve gluposti! Jesu li to sve jabuke u mom voénjaku?”

”"Ne samo tvoje. Ne bi mogao kupiti dovoljno jabuka u cijelom gradu da me isplatis.
Trebalo bi barem tri tisuce utovara.”

”Tri tisuée utovara jabuka? U jednom danu? Ne razumijem ...”

A ti, ¢itatelju, razumijes 1i? Tko od njih nije znao brojiti: ¢uvar ili zakupnik? Ili mozda
nijedan?
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7.2. Seljanka i lokomotiva

Zeljeznicki strojovoda dugovao je seljanki mlijeko i izbjegavao je platiti dug.
Mljekarica je dugo ¢ekala i konaéno shvatila Sto uciniti.

Jednog dana, kada je para veé bila priredena i vlak je trebao krenuti, stala je pokraj
lokomotive i izjavila strojovodi:

”Plati dug odmah ili ne éu pustiti vlak!”

Strojovoda se, naravno, samo nasmijao na takvu prijetnju.
Ali Zena je ozbiljno namjeravala zaustaviti vlak.

I sto se dogodilo?

Strojovoda je pokusao pokrenuti vlak, ali lokomotiva se nije pomaknula. Motor je radio,
ali vlak je stajao mirno, kao zataran.

”Daj mi novac i pustit ¢u vlak!” trijumfalno je izjavila seljanka.
Strojovoda je bio prisiljen platiti dug u cijelosti; tek tada se vlak pokrenuo.

Sto je bilo ”¢arobnjastvo” mljekarice i kako je uspjela?

7.3. Bumbarovo putovanje

Bumbar krete na dugo putovanje. Iz svog gnijezda leti ravno na jug, prelazi rijeku i
konaéno, nakon punog sata putovanja, slije¢e na obronak prekriven mirisnom djetelinom.

Ovdje, leteéi od cvijeta do cvijeta, bumbar ostaje pola sata.

Sada je vrijeme da posjeti vrt u kojem je bumbar juCer primijetio grmove ogrozda u
cvatu.

Vrt lezi zapadno od obronka, a bumbar zuri ravno tamo. Tri cetvrt sata kasnije, veé je
bio u vrtu.

Ogrozd je bio u punom cvatu, a bumbaru je trebalo sat i pol da posjeti sve grmove.

A onda, bez daljnjeg odlaganja, bumbar je najkra¢im putem odletio kuéi, u svoje rodno
gnijezdo.

Koliko je dugo bumbar bio odsutan?

7.4. Kutija

Imam kutiju i mogu vam reéi da joj je poklopac povrsine 120 kvadratnih inca, prednja
strana 96 kvadratnih inca, a stranica 80 kvadratnih inca.

Mozete li odrediti dimenzije moje kutije, tj. koliko je duga, iroka i visoka?
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7.5. Dva lanca

Pronadena su dva komada zeljeznog lanca, sastavljena od identi¢nih karika. Jedan ko-
mad, kada se rastegne, dug je 36 centimetara, a drugi 22 centimetra. Debljina karike
je pola centimetra. Dugi lanac ima 6 karika viSse od kratkog. Koliko karika ima svaki
lanac?

7.6. Vreée brasna

Mlinar je trebao izvagati pet vrec¢a brasna.

Imao je vagu, ali nedostajali su neki utezi, §to je onemoguéavalo vaganje bilo ¢ega manjeg
od 100 kilograma. Vrece su tezile oko 60 kilograma svaka.

Mlinar se nije dao obeshrabriti i poceo je vagati vreée dvije po dvije, u parovima. Pet
vrec¢a moglo se kombinirati u 10 razli¢itih parova; stoga je bilo potrebno deset vaganja.

Dobiveni rezultati, poredani od najmanjeg prema najveéem, bili su:
110 kg, 112 kg, 113 kg, 114 kg, 115 kg, 116 kg, 117 kg, 118 kg, 120 kg i 121 ke.
Ali koliko tezi svaka vrec¢a pojedinacno? Kako to moze saznati?

Mlinar je ovaj zadatak prilicno brzo obavio. Vjerojatno mozete pretpostaviti kako je
rijeSen.

7.7. Tri kéeri i dva sina

Ujak je doSao posjetiti svoja dva necaka i tri netakinje, koje dugo nije vidio.

Mali Voloda i njegova mlada sestra Zenja prvi su izasli, a dje¢ak je ponosno objavio
ujaku da je dvostruko stariji od svoje sestre.

Zatim je istrcala Nadja, a njezin otac, koji je usao s njom, rekao je gostu da su dvije
kceri zajedno dvostruko starije od sina.

Kad se Aljosa vratio iz §kole, njegov otac je objavio da su dva sina zajedno dvostruko
starija od dvije kéeri zajedno.

Lida je stigla posljednja i, vidjevsi gosta, radosno je uzviknula: ” Ujace, stigao si taman
na vrijeme za moj rodendan! Danas sam napunila 21 godinu!”

"1 zna$§ Sto jos”, dodao je otac, "upravo sam shvatio da su moje tri kéeri zajedno
dvostruko starije od oba moja sina.”

Koliko su godina imali svaki sin i kéi?

7.8. Dvije svijeée

Odjednom su se u cijelom stanu ugasila elektri¢na svjetla - Zice su otkazale. Kako ne
bih prekidao posao, upalio sam dvije svijece, koje sam za svaki slu¢aj drzao na stolu, i
radio uz njihovo svjetlo dok se ozi¢enje nije popravilo.

Dan kasnije, trebao sam znati to¢no koliko dugo su svjetla bila ugasena. Zaboravio sam
na satu zabiljeziti trenutak nestanka struje i trenutak njezina ponovnog ukljuéivanja.
Takoder se nisam mogao sjetiti duljine svije¢a. Znao sam samo da je jedna svijeca bila



50 Za mlade matematicare. Zabavni problemi.

deblja od druge: ona bi potpuno izgorjela za pet sati, dok bi tanja izgorjela za cetiri
sata.

"Koliko su dugi bili?” upitao sam ih.
”Jedna je bila vrlo mala, a druga veca.”

”Koliko puta veca?”

”Dvostruko dulja? Zar se toga ne sjecate?” navaljivao sam.
”Toéno ¢etiri puta dulja”, dobio sam odgovor.

Dakle, sve Sto sam znao bilo je da je jedan ostatak svijece bio ¢etiri puta dulji od drugog.

Je li mogucée na temelju toga utvrditi koliko dugo su svijece gorjele?

7.9. Devetsto naklona

U jednoj skoli bilo je dvostruko vige djevojcica nego djecaka.

Ravnatelj je uveo obic¢aj: svako jutro svaki bi se dje¢ak naklonio ravnatelju, svakom od
svojih kolega iz razreda i svakoj djevojcici; svaka se djevojcica takoder morala nakloniti
ravnatelju, svakoj od svojih prijateljica i svakom djecaku.

Ovaj se ceremonijalni obicaj strogo postivao i stoga se svako jutro moglo izbrojati 900
naklona.

Koliko je djetaka i koliko djevojcica bilo u skoli?

7.10. Radzino nasljedstvo

Neki radza', na samrti, ostavio je svoje dijamante sinovima.
Oporuka je sastavljena na sljedeéi nacin:

najstariji sin dobiva jedan dijamant i sedmi dio preostalih; drugi sin dobiva dva di-
jamanta i sedmi dio preostalih; treé¢i sin dobiva tri dijamanta i sedmi dio preostalih;
¢etvrti sin dobiva ¢etiri dijamanta i sedmi dio preostalih. I tako dalje.

Dakle, nasljedstvo je podijeljeno medu sinovima bez ostatka.

Koliko je sinova radza imao i koliko je dijamanata ostavio?

7.11. Rjesenja zadataka od 7.1. - 7.10.

Rjesenje problema br. 7.1. Cuvar je izraéunao potpuno toéno: doista je imao pravo
na vige od tri tisuce utovara jabuka - koliko god to nevjerojatno zvucalo.

Doista. Pratimo kako se nagrada cuvara povecavala sa svakim satom.

Za prvi sat, ¢uvar je imao pravo na 1 jabuku, za drugi sat - 2 jabuke, za tre¢i - 4 jabuke,
za Cetvrti - 8, za peti - 16, za Sesti - 32, za sedmi - 64, za osmi - 128, za deveti - 256, za
deseti - 512.

'Radza je povijesni vladarski i plemiéki naziv koji u prijevodu s hindskog i sanskrta znagi ”kralj” ili
7vladar”.
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Zasad se ¢ini da nagrada ne prijeti zakupniku propaséu: za prvih 10 sati, ¢uvar je imao
pravo na samo oko tisu¢u jabuka.

Ali nastavimo rac¢unati.

Do 11. sata, ¢uvar je imao 1024 jabuke, 2048 do 12., 4096 do 13., 8192 do 14., 16384 a
do 15.

Broj jabuka impresivno raste, ali jos uvijek daleko od tri tisuce kola.
Nastavite ¢itati.

Do 16. sata stiglo je 32768 jabuka.

Do 17. sata stiglo je 65536 jabuka.

Do 18. sata stiglo je 131072 jabuke.

Do 19. sata stiglo je 262144 jabuke.

Do 20. sata stiglo je 524288 jabuka.

Zakupnik veé¢ duguje ¢uvaru preko milijun jabuka. Ali dan jo$ nije propuSten - ostala
su jos Cetiri sata.

U 21. satu trebalo je platiti 1 048576 jabuka.

U 22. satu trebalo je platiti 2097152 jabuke.

U 23. satu trebalo je platiti 4 194304 jabuke.

U 24. satu trebalo je platiti 8 388608 jabuka.

Sada je sve §to preostaje zbrojiti sve te brojeve od 1 do 8388 608. Ukupno je 16 777215
jabuka.

Dakle, prema dogovoru, ¢uvaru se dugovalo gotovo 17 milijuna jabuka u jednom danu!
Samo da bi se taj broj jabuka izbrojio brzinom od jedne u sekundi, trebalo bi Sest
mjeseci neprekidnog brojanja!

Pod pretpostavkom 10 jabuka po kilogramu, sve jabuke koje se duguju ¢uvaru tezile bi
1677721 kilogram, odnosno 1677 tona. To bi iznosilo oko 80 kola natovarenih jabukama
ili - uz pretpostavku pola tone po kolima - preko 3000 kola.

Sigurno je mogao naéi ¢uvara za manje novca?

RjeSenje problema br. 7.2. Seljanka je zaustavila vlak prolivenim uljem na tra¢nice
ispred lokomotive. Kotaci lokomotive ne mogu se kotrljati po skliskim tracnicama;
okret¢u se na mjestu, ali se ne kotrljaju naprijed jer nema trenja, jer trenje izmedu
kotaca i tra¢nica omogucéuje pokretanje lokomotive.

Sjetite se koliko je tesko hodati po glatkom ledu: stopala vam klize, ne nalazeci oslonac,
i ne mozete se pomaknuti. Iz istog razloga, lokomotiva se ne moze kretati po skliskim
traénicama.

Kad je strojovoda platio dug, seljanka je ”skinula c¢aroliju” posipajuéi pijesak po
nauljenim tra¢nicama.

Ova se pric¢a, naravno, mogla dogoditi samo u davna vremena; moderne lokomotive
imaju posebne pjescanike, iz kojih strojovoda, koriste¢i poseban uredaj, sipa pijesak na
trac¢nice kada postanu skliske, primjerice, od kige.

RjeSenje problema br. 7.3. Problem bi bilo vrlo lako rijegiti kada bismo znali koliko

je bumbaru trebalo da odleti iz vrta do svog gnijezda. To nije navedeno u problemu, ali
geometrija ¢e nam pomoc¢i da to sami shvatimo.
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sjever A
{gnijezdo)
zapad istok

jug

B0 minuta

B
(it ) 45 minuta ( nagib )

Nacrtajmo bumbarov put. Znamo da je bumbar u pocetku letio "ravno prema jugu”
60 minuta. Zatim je letio ”prema zapadu” 45 minuta, tj. pod pravim kutom u odnosu
na svoj prethodni put. Odatle se "najkra¢im putem”, tj. ravnom linijom, vratao do
gnijezda.

Imamo pravokutni trokut? ABC, u kojem su poznate obje "katete”, AB i BC, i trebamo
odrediti trec¢u stranicu, ”hipotenuzu”, AC.

Prema Pitagorinu poucku, ako su katete u omjeru 3 : 4, hipotenuza je pet puta veca od
iste osnovne jedinice.

Primjerice, ako su katete trokuta duge 3 i 4 metra, tada je hipotenuza 5 metara; ako
su katete duge 9 i 12 kilometara, tada je treca stranica duga 15 kilometara i tako dalje.
U nagem slu¢aju, vrijeme leta duz jedne katete iznosi 3 - 15 minuta, a duz druge 4 - 15
minuta za put duz hipotenuze potrebno je 5- 15 minuta.

Dakle, znamo da je bumbarov let od vrta do gnijezda trajao 75 minuta, odnosno 1 1/4
sata.

k
a
hipotenuza t
/ e
e k
pravi kut |2
kateta

Sada je lako izracunati koliko je bumbar bio odsutan. Vrijeme leta bilo je: 1 sat + 3/4
sata + 1 1/4 sata = 3 sata.

Zaustavljanja su mu trajala:
1/2 sata + 1 1/2 sata = 2 sata.
Ukupno: 3 sata + 2 sata = 5 sati.

RjesSenje problema br. 7.4. Povrsina poklopca jednaka je umnosku duljine i Sirine
kutije; povrsina boc¢ne stijenke - visina - Sirina; povrSina prednje stijenke - visina -
duljina.

Stoga znamo da je

2U pravokutnom trokutu stranica nasuprot pravog kuta naziva se hipotenuza, a ostale dvije katete.
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duljina - Sirina = 120

visina - Sirina = 80

visina - duljina = 96.

Pomnozimo prve dvije jednakosti. Dobivamo:
duljina - visina - Sirina - Sirina = 120 - 80.

Podijelimo ovu novu jednadzbu tre¢om:

duljina - visina - Sirina - 8irina 120 - 80

duljina - visina 96

Skrac¢ivanjem razlomka i izvodenjem operacija dobivamo:

Sirina - Sirina = 100.

Slijedom toga, Sirina kutije = 10.

Znajudi to, lako je odrediti da je visina kutije = 80/10 = 8, a duljina = 96/8 = 12.

RjeSenje problema br. 7.5. Ne ¢ete rijesiti ovaj jednostavan problem osim ako prvo

Vidite da duljinu rastegnutog lanca ¢ini puna Sirina prve karike, kojoj se sa svakom
novom dodanom karikom ne dodaje puna Sirina karike, ve¢ Sirina umanjena za dvostruku

debljinu karike.

Sada prijedimo na na8 problem.

Znamo da je jedan lanac 14 centimetara duzi od drugog i ima 6 karika vise od njega.
Dijeljenjem 14 sa 6 dobivamo 2 1/3. To je 8irina jedne karike, minus dvostruka debljina.

Buduéi da je debljina karike poznata - pola centimetra - onda je, dakle, puna Sirina
svake karike =2 1/3 + 1/2 4+ 1/2 = 3 1/3 centimetra.

Sada je lako odrediti od koliko se karika sastojao svaki lanac. Iz dijagrama moZemo
vidjeti da ako od lanca duljine 36 centimetara oduzmemo dvostruku debljinu prve karike,
tj. 1 centimetar, i ostatak podijelimo s 2 1/3, dobivamo broj karika u ovom lancu:

35:21/3 = 15.

Sliéno tome, mozemo pronadéi broj karika u lancu duljine 22 centimetra:
21:21/3=09.

RjesSenje problema br. 7.6. Mlinar je zapoc¢eo rjesavanje zbrajanjem svih 10 brojeva.

Dobiveni zbroj, 1156 kilograma, nije nista manje od ¢etiri puta veta masa vreca:
uostalom, ukljucuje tezinu svake vreée ¢etiri puta. Dijeljenjem s 4 dobivamo da svih
pet vreca zajedno tezi 289 kilograma.

Sada, radi prakti¢nosti, oznac¢imo vrece brojevima po redoslijedu njihove tezine. Naj-
laksa vreca je br. 1, druga je br. 2 i tako dalje. Najteza vreca je br. 5.

Lako je vidjeti da u nizu brojeva: 110 kg, 112 kg, 113 kg, 114 kg, 115 kg, 116 kg, 117 kg,
118 kg, 120 kg, 121 kg - prvi broj sastoji se od mase dviju najlaksih vreca: br. 11 br. 2;
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Drugi broj je mase vre¢a br. 1 i br. 3. Posljednji broj je mase dviju najtezih vreca, 4 i
5, a pretposljednji broj je mase 3 i 5.

Dakle:

11 2 zajedno teze 110 kg
11 3 zajedno teze 112 kg
315 zajedno teze 120 kg
415 zajedno teze 121 kg

Lako je, dakle, pronaéi zbroj masa 1, 2, 4 i 5: on iznosi 110 kg + 121 kg = 231 kg.
Oduzimanjem ovog broja od ukupne mase svih vreéa (289 kg), dobivamo masu vrece 3,
odnosno 58 kilograma.

Zatim, od zbroja masa vreca 1 i 3, tj. od 112, oduzimamo veé poznatu masu vreée 3;
dobiva se masa vrece 1: 112 kg - 58 kg = 54 kg.

Sliéno tome, masu vreée broj 2 dobivamo oduzimanjem 54 kg od 110 kg, tj. od zbroja
masa vreta broj 1 i broj 2.

Dobivamo: mase vreée broj 2 je 110 kg - 54 kg = 56 kg.

Od zbroja masa vreé¢a broj 3 i broj 5, tj. od 120, oduzimamo masu vrece broj 3, koja
iznosi 58 kg; dobivamo da vreca broj 5 tezi 120 kg - 58 kg = 62 kg.

Preostaje odrediti masu vreée broj 4 od zbroja masa vreta broj 4 i broj 5, tj. od 121
kg. Oduzimanjem 62 od 121 dobivamo da vrec¢a broj 4 tezi 59 kg.

Dakle, evo masa vreca:
54 kg, 56 kg, 58 kg, 59 kg, 62 kg.

Rjesenje problema br. 7.7. Znamo da je Voloda dvostruko stariji od Zenje a Nadja
i Zenja zajedno su dvostruko starije od Volode. To znaci da su Nadjine i Zenjine godine
zajedno Getiri puta starije od Zenje.

To izravno povlaéi da je Nadja tri puta starija od Zenje.

Zatim znamo da je zbroj Aljosinih i Volodinih godina dvostruko veéi od zbroja Nadjinih
i Zenjinih godina.

Ali Volodine godine su dvostruko veée od godina Zenje, a zbroj Nadjinih i Zenjinih

godina je etiri puta veéi od Zenje. Stoga su Aljosine godine + dvostruko veée od Zenje
= osam puta vece od Zenje.

To je: Aljosa je Sest puta stariji od Zenje.

Konaéno, znamo da je zbroj Lidinih, Nadjinih i Zenjinih godina jednak zbroju Volodinih
i Aljosinih godina.

S tablicom ispred nas:

Lida ima 21 godinu.

Nadja je 3 puta starija od Zenje,

Voloda je 2 puta stariji od Zenje,

Aljosa je 6 puta stariji od Zenje.

Mozemo reéi da je 21 godina + 3 puta starija od Zenje + Zenjine godine = 4 puta
starija od Zenje + 12 puta starija od Zenje.

Ili: 21 godina + 4 puta starija od Zenje = 16 puta starija od Zenje.
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Dakle, 21 godina = 12 puta starija od Zenje, i stoga, Zenja ima 21/12 = 1 3/4 godine.

Sada je lako odrediti da Voloda ima 3 1/2 godine, Nadja ima 5 1/4 godina, a Aljosa
ima 10 1/2 godina.

RjesSenje problema br. 7.8. Radi jasnoce, nacrtajmo dvije svijece jednu pored druge:
debelu koja moze izgorjeti za 5 sati i tanku koja moze izgorjeti za 4 sata.

Zasjenite izgorjele dijelove obje svijete, ostavljajuci ogarke nezasjenjenima.

Lako je vidjeti da bi izgorjeli dio tanke svijeée trebao biti 5/4 izgorjelog dijela debele
svijeée; drugim rije¢ima, zasjenjeni visak tanke svijece iznosi 1/4 izgorjelog dijela debele
svijece.

Medutim, duljina ovog viska iznosi 3/4 duljine debelog ogarka. Drugim rije¢ima, naucili
smo da je 3/4 duljine debelog ogarka jednako 1/4 izgorjelog dijela debele svijece.

To znaci da je 4/4 od toga (tj. cijeli krak) 1/4 x 4/3 = 1/3 debele svijece.

Dakle, ogarak debele svijece je 1/3 izgorjelog dijela, odnosno 1/4 cijele duljine svijece.

Posljedicno, 3/4 debele svijece je izgorjelo. A bududi da je cijela svijeéa mogla izgorjeti
za 5 sati, 3/4 je gorjelo (5 - 3)/4 = 15/4 = 3 3/4 sata.

Odgovor: svijece su gorjele 3 3/4 sata.

RjeSenje problema br. 7.9. Svaki se uenik svakodnevno klanjao svim ostalim
ucenicima i ravnatelju.

Naravno, nisu se klanjali sebi, ali su se klanjali ravnatelju, pa se svaki ucenik svako-
dnevno klanjao onoliko puta koliko je bilo djece u skoli.

To znaci da je ukupan broj naklona jednak kvadratu broja djece.

Dakle, znamo da je 900 broj djece pomnozen sa samim sobom.

Koji je broj, pomnozen sa samim sobom, jednak 9007

Ocito, 30.

A buduéi da je bilo dvostruko vise djevojc¢ica nego djecaka, medu 30 djece bilo je 20
djevojcica i 10 djecaka.

Provjerimo ovo.

Djevojéice su se svojim prijateljicama klanjale 19 - 20 = 380 puta, a djecacima 20 - 10
= 200 puta.

Djecaci djecacima 9 - 10 = 90, djevojcice 10 - 20 = 200.

Ukupno: 380 4+ 200 + 90 4+ 200 = 870 naklona.

Dodajuéi jos 30 naklona ravnatelju, dobivamo to¢no 900.
RjeSenje problema br. 7.10. Problem se mora rijesiti od kraja.

Najmladi sin je dobio onoliko dijamanata koliko je bilo sinova, plus 1/7 ostatka; ali
buduéi da nakon njegove isplate viSe nije ostalo dijamanata, njegov je dio bio jednak
ukupnom broju sinova.

Sljedece: prethodni sin je dobio jedan dijamant manje nego $to je bilo sinova, plus 1/7
preostalih dijamanata. Stoga je ono $to je najmladi sin dobio 6/7 ovog ”ostatka” (a sav
"ostatak” je 7/7).

1z toga slijedi da broj dijamanata najmladeg sina mora biti djeljiv sa 6 bez ostatka.

Pretpostavimo da ih je bilo 6 i provjerimo je li taj broj prikladan.
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Ako je najmladi sin dobio 6 dijamanata, onda je bio Sesti sin, a ukupno je bilo 6 sinova.
Peti sin je dobio 5 dijamanata + 1/7 od 7, tj. 5 + 1 = 6.

Nadalje: 12 dijamanata je 6/7 preostalog udjela ¢etvrtog sina;

Ukupni ostatak je 14 dijamanata, a ¢etvrti sin dobio je 4 + 1/7 od 14 = 6.

Izra¢unavamo ostatak nakon treéeg sina: 18 je 6/7 ovog ostatka: stoga je ukupni ostatak
21.

Udio treceg sina bio je 3 + 1/7 od 21 = 6.

Sliéno tome, saznajemo da su drugi i prvi sin takoder dobili po 6 dijamanata.
Dakle, radza je imao 36 dijamanata i 6 sinova.

Testirali smo broj 6 i otkrili da zadovoljava uvjete problema.

Nakon Sto smo isprobali 12, 18 i 24, uvjereni smo da ti brojevi nisu prikladni, a radza
je tesko mogao imati vise od dva tuceta djece.
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8.1. Jug posvuda!

Postoji saljiva prica! o Tur¢inu koji se navodno jednom nagao u ”najistoénijoj zemlji”.
Turéin opisuje ovu nevjerojatnu zemlju ovako:

"Ispred nas je istok, a istok je i sa svake strane. A zapad? Mozda mislite da je zapravo
vidljiv, poput neke tocke, jedva se pomice u daljini? Nije istina! A iza nas je istok!
Ukratko, svuda i svuda je beskrajni istok!”

Zemlja koja bi sa svih strana bila okruzena istokom, naravno, ne moze postojati.

Ali postoji mjesto na globusu koje je okruzeno jugom: u svim smjerovima od ovog mjesta
proteze se ”jedan beskrajni jug”.

Na prvi pogled to se ¢ini nemoguéim, ali treba samo malo razmisliti da bi se shvatilo
da takvo izvanredno mjesto na globusu postoji.

Engleska zastava viori se sada na ovom nevjerojatnom mjestu, a siguran sam da cak
znate i ime ¢ovjeka koji ju je postavio. Gdje je to mjesto?

Da vam pomognem u pogadanju, dodat ¢u da uopcée nije vruce, ¢ak ni toplo, iako je sa
svih strana okruzena jugom.

8.2. Telefonom

Uspostavljena je telefonska linija izmedu New Yorka i San Francisca u Americi, tako da
stanovnici New Yorka, na atlantskoj obali, mogu razgovarati telefonom sa stanovnicima
San Francisca, na pacifickoj obali.

Uredi u Sjevernoj Americi otvoreni su od 10:00 do 16:00 sati. Koliko sati dnevno ured-
ski radnici u New Yorku i San Franciscu mogu medusobno voditi poslovne razgovore
telefonom?

8.3. Gdje pocinju dani u tjednu?

U nedjelju su gosti ostali nakon ponodéi.

”Vrijeme je za polazak”, najavio je jedan, ”sutra je ponedjeljak, a ja moram rano na
) ) )
p()sa().”

”Sutra je utorak”, ispravio ga je domacin s osmijehom.

”Sto mislis? Zar danas nije nedjelja?”

”Ne, veé je ponedjeljak: upravo je otkucalo dvanaest!”

” Aha, dakle, to mislis! Pa, naravno, buduéi da je ponoé, veé je ponedjeljak.”

'Kuzma Prutkov
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"Ne svugdje”, ubacio se drugi gost, mornar. ”Ovdje u Moskvi je ponedjeljak, ali u
Lenjingradu je jos uvijek nedjelja: tamo je pola jedanaest.”

"Tako je”, slozio se domacin. ”Sada je ponedjeljak samo istoéno od nas: u Niznjem, u
Permu, u Krasnojarsku ...”

”U Krasnojarsku je ponedjeljak poceo prije ¢etiri sata”, objasnio je mornar.
” A u Petropavlovsku je ponedjeljak poc¢eo prije osam sati.”

Usput, gdje mislite da je ponedjeljak dosao najranije?

”Doistal” uzviknuo je domadin.

” A evo jos jednog zanimljivog pitanja: Sto dalje na istok idete, ponedjeljak dolazi ranije.
U meduvremenu, zapadno od nas jo$ uvijek je nedjelja. Dakle, granica izmedu nedjelje
i ponedjeljka mora negdje lezati: uostalom, Zemlja je okrugla. Gdje je ta granica?”

”Gdje poc¢inju dani u tjednu?”, pitao je mornar.

"Ne znam kako rijeSiti ovaj problem”, primijetio je jedan gost, ”ali podsje¢a me na
zanimljivu pricu Edgara Allana Poea o ’tri nedjelje u jednom tjednu’.

Dva mornara vratila su se s putovanja oko svijeta i srela se. Jedan je oplovio globus od
zapada do istoka, drugi od istoka do zapada; obojica su se sreli na istoj toc¢ki istog dana.

” Ali svaki od dvojice putnika taj je dan nazvao drugacije.”

Covjek koji je oplovio Zemlju od zapada prema istoku napravio je dodatni krug oko
Zemljine osi; vidio je izlazak sunca dodatni put i stoga je njegov broj dana bio jedan
vise. Uvjeren da je nedjelja bila jucer, dok je stigla tek danas.

Drugi mornar, dolazeé¢i s istoka i stoga se uvijek krecuéi protiv Zemljine rotacije,
napravio je jedan krug manje oko Zemljine osi nego sto je Zemlja uspjela napraviti
u istom vremenu; vidio je izlazak sunca jedan put manje i njegov broj dana bio je jedan
manje. Stoga je uvjeren da ¢e nedjelja stiéi tek sutra, iako je veé stigla danas.

Dakle, u jednom tjednu postoje tri nedjelje: jucer, danas i sutra . ..
”To je moguée samo u fantasti¢noj prici!”, odgovorio je mornar svom gostu.

”U romanu Julesa Vernea Put oko svijeta za 80 dana, junak je takoder izgubio broj
dana i nije shvatio da je stigao cijeli dan ranije.”

Medutim, takve su pogrjeske bile moguée u putovanjima iz drevnih vremena.

Upravo se to dogodilo Magellanovim suputnicima: nakon Sto su oplovili svijet, vratili su
se u Cetvrtak u Portugal umjesto u petak. Ali nista sli¢no tome nije se moglo dogoditi
ovih dana.

”Zasto ne?” odjekivali su glasovi.
”To ¢e vam postati jasno ako prvo odgovorite na pitanje: gdje pocinje ponedjeljak?”
I doista, citatelju: gdje na globusu prvi put poé¢inju dani u tjednu?

Gdje se prijelaz s jednog dana na drugi dogada najranije?

8.4. Utrka sa Zemljom

Moze li se osoba natjecati sa Zemljom u njezinoj dnevnoj rotaciji oko svoje osi?
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Moze li osoba ” pretréati Zemlju” 2, ako ne pjesice, onda, primjerice, u brzom automobilu?
Takoder odgovorite na sljedeta pitanja:
Moze li osoba na Zemlji vidjeti Sunce kako izlazi sa zapada?

I je li Koltsov bio u pravu kada je uzviknuo: Ali, avaj, sunce ne ¢e izaéi sa zapadal!

8.5. Zalazak Sunca

Pogledajte ovdje prikazanu sliku - zalazak Sunca - i recite mi: je li ispravno nacrtana?

U ovom crtezu postoji nedosljednost koju trebate otkriti.

8.6. Turska zastava

Bez sumnje ste upoznati s turskom zastavom. Prikazuje polumjesec sa zvijezdom izmedu
krajeva. Primjec¢ujete li veliku nedosljednost u dizajnu turske zastave? Sto je to?

8.7. Ovo nije Sala

Gdje je na Zemlji zivot najlaksi?
Pitanje se ¢ini kao zagonetka ili Saljiv problem, poput pitanja: ”Zasto ptica leti?”

Ali nage pitanje nije ba§ takvo. Ako pazljivo razmislite o tome, onda se moze odgovoriti
sasvim racionalno i razumno.

Koje?

2Toénije, ne prestiéi, veé zaostati za Zemljom, tj. kretati se po njezinoj povrdini u smjeru suprotnom
od njezina kretanja, tako brzo da sebi produzite duljinu dana.
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8.8. Zalazak Mjeseca

Vidite tropski krajolik s neobi¢nom slikom polumjeseca na horizontu. Je li ova slika
ispravno nacrtana? Postoji li ovdje neka nedosljednost?

= .

Je li Mjesec ovdje ispravno nacrtan?

8.9. Bojni brod

Bojni brod istisnine 20 000 tona ...
Ali mozda ne znate §to su ”istisnina” i ”tona”?
Istisnina se odnosi na masu vode koju brod istisne kada pluta.

A buduéi da plutajuée tijelo, prema Arhimedovu zakonu, istisne to¢no onoliko vode
kolika je masa, ”istisnina” izravno oznacava masu samog broda.

A $to je "tona”? To je jedinica mase, 1000 kilograma.

Kada procitate da brod ima ”istisninu od 20000 tona”, to zna¢i da sam brod (i voda
koju istiskuje kada pluta) ima masu 20000 tona.

Dakle, bojni brod istisnine 20 000 tona, prethodno usidren u Arhangelsku, stigao je u
ekvatorijalne vode.

Poznato je da svi objekti postaju laksi kako se priblizavaju ekvatoru. Razlika u tezini
izmedu geografske Sirine Arhangelska i ekvatora je 1/250, sto znaci da ée uteg od 1
kilograma iz Arhangelska, prenesen na ekvator, teziti 4 grama manje.

Mozete li predvidjeti koliko ¢e tona vode nag bojni brod istisnuti u ekvatorijalnim vo-
dama?

8.10. Parobrod i plivac na Mjesecu

Na Mjesecu sve tezi Sest puta manje nego na Zemlji, buduéi da je Mjeseceva gravitacijska
sila na objekte Sest puta slabija od Zemljine.

Tijelo mase 1 kilogram na Mjesecu bi tezilo kao tijelo mase samo 160 grama na Zemlji.

Zamislite jezero na Mjesecu koje sadrzi slatku vodu. Parobrod se lansira u ovo jezero,
koje se, medu Zemljinim slatkovodnim jezerima, nalazi uronjen do dubine 3 metra.

Koliko duboko ¢e nas parobrod biti u ovom Mjesetevom jezeru?

Je li vjerojatnije da Ce se osoba koja ne zna plivati utopiti - u Zemaljskom jezeru ili u
naSem zamisljenom MjeseCevom jezeru?
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8.11. RjeSenja zadataka od 8.1. - 8.10.

RjeSenje problema br. 8.1. Mjesto na Zemlji s kojeg se jug proteze u svim smjerovima
je Sjeverni pol! Doista, Sjeverni pol je najsjevernija tocka na globusu, a sve tocke oko
njega leze juznije.

Kada je hrabri polarni istraziva¢ Peary 1909. godine na ovoj tocki postavio englesku
zastavu, bio je okruzen jugom sa svih strana: ”svugdje i svugdje beskrajni jug.”

RjeSenje problema br. 8.2. Odgovor: Ne 6 sati, ve¢ puno manje, i evo zasto.

Vremenska razlika izmedu New Yorka i San Francisca je 3 1/4 sata. Kada se njujorske
banke otvore - dakle, u 10 sati ujutro - ljudi u San Franciscu jos spavaju: tamo je
petnaest do 7 sati ujutro.

Tek u petnaest do jedan moze njujorski uredski sluzbenik nazvati svog kolegu u San
Franciscu, gdje su se uredi upravo otvorili. U 4 sata popodne njujorski sluzbenici su veé
napustili svoje urede, a stanovnici San Francisca ne mogu ih nazvati telefonom, iako je
u tom gradu samo petnaest do jedan.

Dakle, uredi ova dva grada mogu medusobno razgovarati 2 3/4 sata dnevno, iako su
otvoreni 6 sati.

A kad bi postojao telefon izmedu Lenjingrada i Petropavlovska, bilo bi ga gotovo pot-
puno nemogude koristiti!

Vremenska razlika izmedu ovih gradova je 10 sati, pa kada su Lenjingradé¢ani budni,
Petropavlovéani spavaju i obrnuto.

Morao bi se no¢u buditi da bi razgovarao ovim medugradskim telefonom.

RjeSenje problema br. 8.3. Sat je u Moskvi otkucao dvanaest - upravo je stigao
ponedjeljak; zapadno od Moskve, nedjelja se jo§ uvijek proteze posvuda, a isto¢no po-
nedjeljak.

Ali na sferi¢noj Zemlji, istok i zapad se neizbjezno susreéu; stoga negdje mora postojati
granica koja odvaja nedjelju od ponedjeljka.

Ta granica doista postoji i naziva se ”Medunarodna datumska granica”. Prolazi kroz
Beringov tjesnac i proteze se preko voda Tihog oceana u nazubljenoj liniji, ¢iji je to¢an
polozaj odreden medunarodnim dogovorima.

Duz ove zamiSljene linije, koja presijeca Tihi ocean, dogada se prva promjena dana,
mjeseca i godine na globusu. Ovdje su, takoreci, ulazna vrata naseg kalendara: odavde
dolaze nedjelje i ponedjeljci, sije¢nji i veljace; ovdje lezi i kolijevka Nove godine.

Ranije nego bilo gdje drugdje na Zemlji, svaki novi dan u tjednu stize ovdje: roden, on
trci prema zapadu, kruzi oko svijeta i ponovno se vraca u svoje rodno mjesto - ovaj put
kako bi skliznuo s povrsine nageg planeta i nestao u vje¢nosti.

Od svih zemalja svijeta, Rusija je prva koja docekuje svaki novi dan na svom teritoriju:
na rtu Deznjev, svaka ”nedjelja”, novorodena u vodama Beringovog tjesnaca, ulazi u
naseljeni svijet kako bi zapocela svoj mars kroz sve dijelove svijeta.

I ovdje, na istotnom kraju ruske Azije, dani umiru, ispunivsi svoju 24-satnu sluzbu.
Karlo V. se jednom pohvalio da sunce nikada ne zalazi u njegovim dominionima.

Mogli bismo, s veé¢im pravom, biti ponosni s§to posjedujemo kolijevku dana u nastajanju;
unutar Rusije, prvi dan u tjednu koji se mijenja iz jednog u drugi dogada se na cijeloj
¢vrstoj zemlji.



62 Za mlade matematicare. Zabavni problemi.

Zmnaci, ovdje se dogada promjena dana u tjednu.
Sto rade mornari kada produ ovu ”datumsku granicu”?

Kako ne bi izgubili pojam o danima, poput Magellanovih suputnika, mornari moraju
preskociti jedan dan u tjednu kada putuju s istoka na zapad; a kada prelaze datumsku
granicu sa zapada na istok, isti dan u tjednu broje dva puta - to jest, nakon nedjelje
ponovno slave nedjelju.

Zato su price koje su ispricali Edgar Allan Poe u ”Tri nedjelje u jednom tjednu” i Jules
Verne u svom romanu ” Put oko svijeta za 80 dana” nemoguce u stvarnosti.

RjeSenje problema br. 8.4. Prestizanje Zemlje u njezinoj dnevnoj rotaciji oko svoje
osi sasvim je mogucée u modernom trka¢em automobilu koji se kreée brzinom veéom od
200 kilometara na sat (55 metara u sekundi) ili, jos bolje, u avionu sposobnom letjeti
brzinom od 300 kilometara na sat ili viSe.

Naravno, to nije mogucée na ekvatoru, gdje se tocke kreé¢u brzinom od 460 metara u
sekundi; nemoguce je ¢ak ni na geografskoj sirini Lenjingrada (60°), gdje se tocke na
Zemljinoj povrsini kre¢u brzinom od 230 metara u sekundi.

Ali to je sasvim moguce na geografskim Sirinama od 83° i vige. Ovdje ¢e vozac koji juri
od istoka prema zapadu vidjeti sunce kako nepomiéno visi na nebu, ne priblizavajuci se
zalasku Sunca?®.

Zemlja se, naravno, nastavlja okretati, ali voza¢ ¢e putovati isto toliko u suprotnom
smjeru i stoga ¢e ostati nepomic¢an u odnosu na sunce.

Pri jos vecoj brzini, voza¢ bi mogao presti¢i Zemlju i svjedoc¢iti novom ¢udu: Sunce ne
izlazi s istoka, veé sa zapada)

Zemlja ispod kotaca automobila i dalje bi se rotirala od zapada prema istoku, ali bi se
sam automobil okretao oko Zemljine osi od istoka prema zapadu.

RjeSenje problema br. 8.5. Nedosljednost u crtezu je u tome sto polumjesec nije
okrenut prema Suncu.

Uostalom, Mjesec je osvijetljen Suncem, tako da ne moze biti okrenut od njega svojom
neosvijetljenom stranom . ..

”Vecina slikara”, primjecuje o tome poznati francuski astronom Flammarion, "to jo$
ne zna, jer ne prode godina a da se veliki broj Mjeseca ne pojavi u Pariskom salonu
(izlozbenoj dvorani).”

RjesSenje problema br. 8.6. Jasna neskladnost s turskom zastavom jest da je zvijezda
na slici postavljena preblizu polumjeseca. U tom polozaju mjesec i zvijezda ne mogu
biti na nebu. Mjesec je neproziran, pa se zvijezda ne moze vidjeti kroz njegovu povrsinu;
stoga nijedna zvijezda ne moze sjati unutar Mjeseceve orbite.

Slika prikazuje kako bi polumjesec i zvijezda trebali biti postavljeni da bi slika odgovarala
stvarnosti. Zvijezda mora biti pomaknuta od vanjskog ruba polumjeseca za vise od
promjera punog Mjeseca. Pa ipak, na turskoj zastavi zvijezda sja to¢no izmedu krajeva
polumjesecal

30soba moze prestié¢i Zemlju pjesice - na 50 kilometara od pola.
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Rjesavanje problema 8.7. Od svih mjesta na Zemlji, zivot je, naravno, najlaksi na
ekvatoru - iz jednostavnog razloga Sto tamo sve postaje lakse.

Lokomotiva mase 60 tona u Moskvi postaje 60 kilograma teza po dolasku u Arhangelsk,
a isto toliko laksa u Odesi.

Pa tko krade tih 60 kilograma iz lokomotive?

Primarno ih krade ” centrifugalna sila”; ona smanjuje tezinu bilo kojeg objekta u blizini
ekvatora za 1/250 u usporedbi s tezinom istog objekta na polovima.

A bududi da je Zemlja malo ispupéena na ekvatoru, tj. povrSina tamo je malo dalje od
srediSta planeta, to dodatno smanjuje tezinu objekata u blizini ekvatora.

Ukupno, gubitak tezine na ekvatoru doseze 1/250 tezine istog objekta na polu.

Iz tog razloga, neki Saljivdzija je jednom objavio da zna nac¢in da potpuno legalno i
posteno prevari kupce.

Tajna je bila kupovati robu u ekvatorijalnim zemljama i prodavati je blize polovima.
Kilogram, kada se prenese s ekvatora na pol, dobio bi na tezini punih 5 grama - osim
ako ne koristite opruznu vagu (i svakako onu vase vlastite, ”juznjacke” proizvodnje) za
vaganje, umjesto vage s gredom. Inace, naravno, ne bi bilo dobitka: na vagi s utezima,
roba bi postala teza - ali utezi bi postali jednako teski.

Malo je vjerojatno da bi se netko mogao obogatiti takvom trgovinom - ali u biti je
Saljivdzija bio u pravu, buduéi da se tezina doista poveéava s udaljenoséu od ekvatora,
gdje je ”zivot najlaksi na svijetu”.

Rjesenje problema br. 8.8. Cudno, polumjesec je na slici prikazan potpuno to¢no.
Ovo je tropski krajolik, a pod tropima se polozaj polumjeseca razlikuje od njegovog
polozaja na nasim geografskim Sirinama.

Ovdje je mladi mjesec okrenut desno, a opadajuci polumjesec lijevo.

U tropskim zemljama polumjesec visi vodoravno na nebu.

To se dogada iz sljedeceg razloga. U nasim zemljama Sunce i Mjesec (i doista sva nebeska
tijela) kreéu se u nagnutim krugovima u svom svakodnevnom kretanju nebom; stoga se
navecer Sunce, osvjetljavajuéi Mjesec, nalazi ispod horizonta pod kosim kutom: osvjet-
ljava Mjesec desno ili lijevo, a polumjesec je okrenut lijevo ili desno.

Na ekvatoru se, medutim, nebeska tijela kre¢u u vertikalnim lukovima; Sunce, osvjet-
ljavajuc¢i Mjesec, nalazi se ispod horizonta ne desno ili lijevo od njega, ve¢ ispod njega.

Mjesec je osvijetljen odozdo i zato polumjesec tamo ima oblik gondole, kao Sto je
prikazano na naSem crtezu.
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Svatko tko zivi na jugu - na Krimu, Kavkazu i u Turkestanu - vjerojatno je primijetio da
polumjesec tamo Cesto ima polozaj na nebu slican onome prikazanom na nasSem crtezu.

Rjesenje problema br. 8.9. Nakon prelaska iz Bijelog mora u ekvatorijalne vode,
bojni brod postaje 1/250 laksi. Ali i voda postaje laksa za potpuno isti iznos: takoder
tezi 1/250 manje blizu ekvatora nego u Bijelom moru.

Stoga, istisnina bojnog broda ostaje ista tijekom cijelog putovanja: 20 000 tona.

RjeSenje problema br. 8.10. Parobrod bi bio Sest puta laksi na Mjesecu, ali to ne
znaci da bi puno manje potonuo u Mjeseéevom jezeru.

Uostalom, voda na Mjesecu tezila bi Sest puta manje nego na Zemlji. Plutajuce tijelo
istisne onoliko vode koliko i samo tezi (Arhimedov zakon); stoga bi dubina parobroda
trebala ostati nepromijenjena: potonuo bi ista tri metra.

Sliéno tome, niSta se ne bi promijenilo za plivac¢a: njegova tezina bi se smanjila za isti
faktor kao i tezina vode koju istisne.

Posljedi¢no, uzgon osobe bio bi isti u Mjese¢evom jezeru kao i u jezeru na Zemlji.

Utapanje je jednako lako u oba.
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9.1. Pogadac

Djectak s povezom preko oéiju nepogresivo pogada u kojoj ruci drzite novci¢ od deset
kopejki.

On to radi ovako.

”Uzmite novci¢ od deset kopejki u jednu ruku”, kaze, ”a novéié od tri kopejke u drugu.”
Nakon $to ste to uéinili, on nastavlja:

”U sebi udvostruéite ono $to vam je u desnoj ruci i utrostruéite ono $to vam je u lijevoj.”

Ucinite kako trazi; zatim vas on zamoli da zbrojite dva broja i pita je li rezultat paran
ili neparan.

”Paran”, odgovorite, primjerice.
"Nov¢i¢ od deset kopejki u lijevoj ruci”, odmah najavljuje i uvijek toéno pogada.

Zasto?

9.2. Aritmeticki trik

Domacin trazi od jednog od svojih gostiju da napiSe bilo koji troznamenkasti broj na
komad papira.

” Ali nemojte mi ga pokazivati, samo ga daj svom susjedu.”

”A ti”, kaze domacin svom susjedu, "napisi isti broj desno od broja. Dobit ¢es dugi
Sesteroznamenkasti broj. Gotovo? Dodaj papir dalje.”

”Sto da radim s ovim Sesteroznamenkastim brojem?” pita gost koji je primio poruku.
"Podijeli ga s 13.”

” A ako se ne dijeli?”

"Hoce.”

7 Ali ti ¢ak ni ne znas koji je moj broj!” prigovara gost. ”Nije svaki broj djeljiv s 13 bez
ostatka.”

” Ali ovaj ¢e biti djeljiv, vidjet ¢es.”
Gost pocinje dijeliti, nepovjerljivo; doista, broj je djeljiv s 13 bez ostatka.

?Nemoj mi reéi koliko si dobio, nego proslijedi papir susjedu”, kaze domaéin. ” Zelio bih
da dobiveni broj podijelig s 11.”

” A §to da radim s ostatkom?”
”Ne ¢e biti ostatka”, izjavljuje domadin.

I doista: nema ostatka.
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”Proslijedi broj koji si dobio dijeljenjem dalje i zamoli susjeda da ga podijeli sa 7”7,
nastavlja upucivati domadin.

"Hocée li se stvarno opet dijeliti bez ostatka?” susjed pita zbunjeno.
”Toéno”, odgovara domacdin.

” Jeste 1i ga podijelili? Sada, molim vas, napisSite rezultat na zaseban papir i dodajte mi
2

ga.
Zatim, ne gledajuéi papir, domacin ga predaje gostu koji je imao na umu broj.
”Evo broja koji ste napisali. Je li to¢an?”

”Tocno!” uzvikuje gost u ¢udu. ” Ali kako ste znali? Uostalom, niste vidjeli ni moj broj
ni onaj koji je napisan?”

I stvarno, kako je mogao znati?

9.3. Trik s kartama

Tesko je pogoditi kartu na koju mislite, a jo§ teze, ¢ini se, prisiliti nekog drugog da
pogada. Ali postoji nacin da bilo koga pretvorite u nepogresivog pogadaca karte koju
ste smislili.

Iz spila igrac¢ih karata uzimate jednu kartu - recimo, decka pik - stavljate je na stol bez
da je ikome pokazujete i uvjeravate sugovornika da je moze pogoditi. On, naravno, tvrdi
da ne posjeduje takav dar, ali vi inzistirate.

Slijedi sljedeéi razgovor izmedu vas i njega (sjetite se, karta koja lezi na stolu je decko
pik).

Pocinjete:

”Postoje cetiri boje. Navedite dvije od njih, bilo koje dvije koje zelite.”

"Karo i pik”, odgovara vas sugovornik nasumicno.

”0d ove dvije, navedite jednu.”

”Recimo karo”, nastavlja pogadac s osmijehom.

”Dakle, ostaju samo pik. Sada Spil sadrzi asa, kralja, damu, decka, desetku i devetku.
Odaberite tri od ovih Sest karata.”

"Kralj, dama i devetka”, vas sugovornik ponovno odgovara nasumicno.
"Dakle, ostaju as, decko i desetka. Odaberite dvije od ovih.”

”As i decko.”

”Sada, imenuj jednog od njih.”

"Pa, as.”

"Dakle, ostaje samo decko. Evo ga!”

I trijumfalno okreéete kartu: boja i ime su pogodeni!

Va§ sugovornik je zbunjen: kako je uspio pogoditi kartu . ..

U ¢emu je tajna?
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9.4. Sto éete dobiti?

Izrezite traku novina Sirine 5 centimetara i duljine 80-100 centimetara. Zalijepite krajeve
ove trake u petlju - ali ne bilo kakvu petlju, ve¢ prvo dvaput uvijte traku po duzini.

Evo kako to uciniti.

Na ovoj slici, kutovi trake su oznaceni brojevima; okrenite jedan kraj trake tako da vrh
broj 3 nije na vrhu, nasuprot prvog kuta, ve¢ na dnu, nasuprot vrha 2. Zatim ponovno
preklopite isti kraj u istom smjeru, tako da treé¢i vrh ponovno bude na vrhu, nasuprot
prvog kuta.

Kao rezultat toga, traka ¢e biti dvaput uvijena po duzini. Sada zalijepite krajeve trake
(v. sl.) i spremni ste za trik. Pokazete ovu unaprijed pripremljenu vrpcu svojim gostima
i pitate ih:

”Sto se dogada ako prerezete vrpcu po sredini?”

Svi ¢e vam reéi da je ocito da jedna petlja ¢ini dva - niSta drugo ne treba ocekivati. Ali
dogada se nesto neocekivano.

Sto vi mislite?

9.5. JoS neocekivanije

Jos neocekivanije je ono Sto se dogada prilikom rezanja jos jedne papirnate petlje, zali-
jepljenog na malo drugaciji nacin. Tocnije, kraj se uvija kao i prije, ali ne dva puta, veé
jednom (treéi vrh, kada se zalijepi, bit ¢e nasuprot drugom vrhu).

Sto se dogada ako takvu vrpcu prerezete po duzini po sredini (v. sl.)?

Isprobajte - rezultat ¢e vas zadiviti!

9.6. Igra 32

Ovu igru igraju dvije osobe.

Stavite 32 Zzigice na stol.
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Osoba koja zapocne igru uzima jednu, dvije, tri ili ¢etiri zigice.

Zatim druga osoba uzima onoliko zigica koliko zZeli, ali takoder ne vise od ¢etiri.
Opet, prva osoba uzima najvise ¢etiri zigice. I tako dalje.

Tko god uzme posljednju zigicu, pobjeduje.

Igra je vrlo jednostavna, kao sto vidite. Ali ono §to je zanimljivo u vezi s njom jest da
osoba koja zapoé¢ne igru uvijek moze pobijediti - ako ispravno izrac¢una koliko Zigica
treba uzeti.

Mozete li im reci kako bi trebali igrati da pobijede?

9.7. Isto, ali obrnuto

Igra ”732” moze se modificirati: tko god uzme zadnju zigicu ne pobjeduje, veé, naprotiv,
gubi.

Kako bi se ovdje trebalo igrati da bi se osigurala pobjeda?

9.8. Igra 27

Ova igra je slicna prethodnima.

Takoder se igra izmedu dva igraca i takoder se sastoji od igraca koji se izmjenjuju u
igranju i uzimaju najvisSe cetiri Zigice.

Medutim, kraj igre je drugaciji: pobjednik je onaj s parnim brojem zigica na kraju igre.
I ovdje, onaj tko zapocinje igru ima prednost.

Moze izra¢unati svoje poteze tako da je siguran u pobjedu.

Koja je tajna igre u kojoj svi dobivaju?

9.9. Na drugaciji naéin

Prilikom igranja igre 27, mozete postaviti i suprotan uvjet: tako da se pobjednikom
smatra onaj s neparnim brojem Zzigica nakon igre.

Koji je nacin igranja bez gubitka?

9.10. Koristenje Sest zigica

Mozete li od Sest zigica napraviti ¢etiri jednakostrani¢na trokuta tako da nijedna stranica
nije kraca od zigice?

Pokusajte.

I ne ocajavajte ako se mucite s rjeSsavanjem problema, jer je i dalje rjesiv, cak i bez
ikakvih posebnih trikova.

Ne bojte se pogrjesnog predstavljanja u problemu - mora se shvatiti to¢no onako kako
je navedeno: napravite Cetiri jednakostrani¢na trokuta od Sest zigica.
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9.11. RjeSenja zadataka od 9.1. - 9.10.

RjeSenje problema br. 9.1. Kada udvostruéite ili utrostrucite paran broj, uvijek
dobijete paran broj. S neparnim brojem je druga stvar: kada se udvostruci, postaje
paran, ali kada se utrostruci, ostaje neparan.

Nov¢ic¢ od deset kopejki, dakle, daje paran broj i kada se udvostrudéi i kada se utrostruéi;
obrnuto, tri kopejke daju paran broj samo kada se udvostruce; kada se utrostruce, daju
neparan broj.

Takoder znamo da dodavanje parnog broja parnom broju daje paran broj, a dodavanje
parnog broja neparnom broju daje neparan broj.

Iz ovoga izravno slijedi da ako je zbroj u nasem triku bio paran, tada su tri kopejke
udvostrucene, a ne utrostrucene - to jest, bile su u desnoj ruci.

AXko je zbroj neparan, to bi znacilo da su tri kopejke utrostrucene i stoga su bile u lijevoj
ruci.

RjeSenje problema br. 9.2. Tajna trika lezi u Cinjenici da je drugi gost, dodajudéi isti
broj troznamenkastom broju koji je zamislio, pomnozio ga s 1001, a da toga nije bio
svjestan.

Doista, ako je, primjerice, prvi gost pomislio na broj 873, onda je drugi gost dobio broj
873873.

Ali to nije nista drugo nego 873000 + 873, tj. 873 - 1001.
A broj 1001 je izvanredan broj: dobiva se mnozenjem 7 - 11 - 13.

Nije stoga iznenadujute da je domadin s povjerenjem predlozio dijeljenje takvog
Sesteroznamenkastog broja prvo s 13, zatim s 11, pa sa 7.

Dijeljenje uzastopno s 13, 11 i 7 isto je kao dijeljenje s 13 - 11 - 7, tj. sa 1001.

Dakle, drugi gost pomnozio je broj koji je imao na umu sa 1001, a sljedeéa tri gosta
zajedno su podijelili broj koji je dobio sa 1001.

Zato je rezultat opet bio broj koji je imao na umu.

RjeSenje problema br. 9.3. Ovaj bizaran trik je, u biti, smijesno jednostavan. Njegovo
je rjeSenje jasno, primjerice, iz ¢injenice da ako odgovor na posljednje pitanje nije bio
"asa” ve¢ "decka”, vas uspjeh u pogadanju ne bi bio niSta manje briljantan.

U osnovi, cijela tajna trika je sljede¢a: ovisno o tome $to vam treba, usmjeravate paznju
sugovornika ili na karte koje je imenovao ili na one koje nije.

A bududi da namjeravana karta neizbjezno mora biti ili medu onima koje su imenovane
ili medu onima neimenovanima, ne ¢udi da va$ sugovornik uvijek ”pogodi” toé¢no.

Naravno, nakon sto ste ovaj trik izveli nekoliko puta zaredom, trik ¢e biti otkriven.
Ali ako ne iskoristite sporu duhovitost svog slusatelja, mozete zbuniti ¢ak i najsnalaz-
ljiviju osobu.

Rjesenje problema br. 9.4. Dobivate dvije petlje, ali su jedna uvucena u drugu,
poput karika u lancu (v. sl.).
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Ako ponovno prerezete svaku od ovih petlji po duzini, ponovno ¢ete dobiti dvije petlje
uvucene jedna u drugu.

RjeSenje problema br. 9.5. Prilikom rezanja ove petlje po duzini, dobivamo, suprotno
svim ocekivanjima, ne dvije petlje, veé ... jednu, dvostruko veéu (v. sl.)!

Naga zakrivljena vrpca, koja ima tako zapanjujuce svojstvo da se ne odvaja prilikom
rezanja, u geometriji se naziva " Md6biusova vrpca”, nazvana po poznatom matematicaru
19. stoljeca.

Jos§ jedna izvanredna znacajka nase petlje je da nema prednju i straznju stranu; ” prednji”
dio vrpce postupno se stapa u ”straznji dio”, pa je nemoguée reéi gdje jedna strana
zavrSava, a druga pocinje.

Ako biste, primjerice, htjeli obojiti jednu stranu nase papirnate vrpce, recimo, crveno,
a drugu ostaviti neobojenu, to ne biste mogli uciniti: nasa vrpca nema dvije strane;
jednostrana je'.

Ali vratimo se rezanju nase vrpce.

Ako, nakon $to ste je prerezali po duzini i dobili jednu petlju, prerezete novu petlju,
dobit ¢ete ovaj put dvije petlje (v. sl.).

B

Medutim, ne ¢ete ih modéi razdvojiti: zapletene su u slozeni Gordijski ¢vor koji se moze
rezati samo Skarama.

RjeSenje problema br. 9.6. Jednostavnu tajnu sigurne igre prili¢no je lako pronadi
ako pokusate igrati igru od kraja.

Lako je vidjeti da ako ostavite 5 zigica na stolu za protivnika u pretposljednjem potezu,
zajamcena vam je pobjeda: vas protivnik ne moze uzeti vise od 4 Zigice i stoga mozete
uzeti sve nakon njega.

Ali kako mozete osigurati da mozete ostaviti 5 zigica na stolu u pretposljednjem potezu?

Da biste to ucinili, morate ostaviti to¢no 10 zigica u prethodnom potezu protivnika:
tada, bez obzira koliko ih uzme, ne ¢e vam ostaviti manje od 6, a vi mu uvijek mozete
ostaviti 5.

Sljedece: kako mozete osigurati da va$ protivnik mora uzeti od 10 Zzigica?
Da biste to uéinili, morate ostaviti 15 zigica na stolu u prethodnom potezu.

Dakle, uzastopnim oduzimanjem 5 Zigica, u¢imo da na stolu trebamo ostaviti 20 zigica,
a prije toga 25 zigica i konacno, prvi put 30 zZigica - to jest, na pocetku igre, uzeti 2
zigice.

1Usput, ovo jasno pokazuje da je definicija povrine, koja se Gesto nalazi u udzbenicima, kao ”granice
tijela” neodrziva; Mobiusova povrsina ne moze omediti nijedno tijelo, a ipak je povrSina.
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Dakle, evo tajne sigurne igre: prvo uzmite 2 zigice; zatim - nakon sto vas partner uzme
nekoliko zigica - uzmite dovoljno da na stolu ostane 25 Zigica; sljedeéi put ostavite na
stolu 20 zigica, zatim 15, zatim 10 i konacno 5.

Posljednja zigica uvijek ¢e ostati vasa.

RjeSenje problema br. 9.7. Ako su uvjeti igre obrnuti - tj. onaj tko uzme posljednju
zigicu gubi - tada morate ostaviti 6 zigica na stolu u pretposljednjem potezu.

Tada, bez obzira koliko vas partner uzme, ne moze vam ostaviti manje od 2 ili vise od
5, 8to znaci da mu uvijek mozete ostaviti posljednju zigicu u sljedeéem potezu.

Ali kako mozete osigurati da na stolu ostane 6 zigica?

Da biste to uéinili, morate ostaviti 11 zigica u prethodnom potezu, a zatim 16, 21, 26 i
31 zigicu u prethodnom potezu.

Dakle, poé¢injete uzimanjem samo 1 zigice, a u sljede¢im potezima ostavljate 26, 21, 16,
11 1 6 zigica za svog partnera; posljednja zigica neizbjezno ide vagem protivniku.

RjeSenje problema br. 9.8. PronalaZzenje nacina za pobjedu ovdje je nesto teze nego
u igri 32.

Morate uzeti u obzir sljedec¢a dva faktora:

1) Ako na kraju igre imate neparan broj zigica, trebali biste protivniku ostaviti 5 zigica
i vaSa pobjeda je zajamcena.

Doista: u sljede¢em potezu, protivnik ¢e vam ostaviti 4, 3, 2 ili 1 zigicu; ako ostavi 4,
uzimate 3 i pobjedujete; ako ostavi 3, birate ih i pobjedujete; ako ostavi 2, uzimate 1 i
pobjedujete.

2) Ako na kraju igre imate paran broj zigica, trebali biste protivniku ostaviti 6 ili 7
zigica.

Doista: da vidimo kako ¢e igra iéi.

Ako vam protivnik u sljedetem potezu ostavi 6 zigica, vi uzimate 1 i, sada imajuéi
neparan broj zigica, mirno ostavljate protivniku 5 Zigica, s kojima on neizbjezno mora
izgubiti.

Ako vam ostavi 5 zigica umjesto 6, uzimate 4 i pobjedujete.

Ako vam ostavi 4, uzimate ih i pobjedujete.

Ako vam ostavi 3, uzimate 2 i pobjedujete.

I konacno, ako vam ostavi 2, pobjedujete.

Ne moze vam ostaviti manje od 2.

Sada nije tesko pronadi nacin igre bez gubitka.

Sastoji se od toga da ako imate neparan broj zigica, morate protivniku ostaviti na stolu
broj zigica koji je za 1 manji od visekratnika broja 6 - to jest, 5, 11, 17, 23;

Ako imate paran broj zigica, morate protivniku ostaviti na stolu broj zigica koji je
vigekratnik broja 6 ili jedan veéi - to jest, 6 ili 7, 12 ili 13, 18 ili 19, 24 ili 25.

Nula se moze smatrati parnim brojem; stoga, na pocetku igre morate uzeti 2 ili 3 zigice
od 27, a zatim nastaviti u skladu s tim.

Igrajuéi na ovaj nacin, neizbjezno ¢ete pobijediti.

Samo nemojte dopustiti da vam protivnik otme igru.
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RjesSenje problema br. 9.9. Ako su uvjeti igre obrnuti i pobjednik je onaj s neparnim
brojem, trebali biste postupiti na sljede¢i nacin: ako imate paran broj zigica, ostavite
protivniku jedan manji od viSekratnika broja 6; ako imate neparan broj, ostavite mu
vigekratnik broja 6 ili jedan vedi.

To bi neizbjezno trebalo dovesti do vase pobjede.

Na pocetku igre imate 0 zZigica (tj. paran broj); stoga, u svom prvom potezu, uzimate 4
zigice, ostavljajuéi protivniku 23.

RjeSenje problema br. 9.10. Vjerojatno ste pokusali formirati Sest trokuta slazuéi
zigice u jednoj ravnini.

I, naravno, bezuspjesno, jer je problem nerjesiv.

Ali problem ne namece takvo ogranicenje; trokute mozete rasporediti u vise ravnina, tj.
smjestiti ih u prostor.

Tada je rjeSenje vrlo jednostavno: jednostavno konstruirajte piramidu s trokutastom
bazom i trokutastim stranama od Sest zigica, kao Sto je prikazano na slici. Dobit ¢ete
Cetiri jednakostrani¢na trokuta od Sest Zzigica.




10. Geometrijske siluete

Zabavna igra o kojoj ¢emo sada raspravljati ima drevno podrijetlo.

Cak je starija od 8aha, iako mnogo manje poznata.

Prije ¢etiri tisuée godina nastala je u Kini; medutim, u pocetku nije sluzila kao igra, veé¢
vjerojatno kao obrazovni alat.

Danas ova aktivnost, donekle modificirana, moze posluziti kao zabavna razonoda.

Igra se sastoji od sastavljanja bezbroj razlic¢itih oblika od odredenih geometrijskih likova
- "tangrama”.

”Tangrami” su tako nazvani jer ih je, prema legendi, izumio izvjesni Kinez po imenu
Tang. Izrezani su iz crnog kartona ili piljeni iz drveta i ¢ine dijelove kvadrata podijeljenog
na odredeni nacin.

Evo kako izrezati kvadrat (v. sl.). Prvo spojite vrhove B i D, tj. nacrtajte ”dijagonalu”
BD. Zatim spojite polovista stranica BC' i DC, tj. nacrtajte duzinu K L. Spojite tocku
A s polovistem K L, tj. s toctkom M, i spojite tocku M s G, tj. s polovistem FB. Zatim
spojite K s I (tj. s polovistem DE).

A B
G
£
L
I
M
K
D C

Sada su sve potrebne duzine nacrtane na kvadratu i mozete izrezati tangrame duz njih?.

Dobit éete sljedeée geometrijske likove: pet trokuta (dva velika, jedan srednji i dva mala),
jedan kvadrat i jedan paralelogram.

Da biste uvjezbali koristenje tangrama, pomijesajte ovih sedam likova i pokusajte ih,
bez gledanja u dijagram, sastaviti u kvadrat od kojeg su napravljeni.

Malo je vjerojatno da ¢ete odmah uspjeti. Ali nemojte odustati, strpljivo trazite rjesenja.

Nakon sto pronadete jedno, prijedite na rjesavanje sljede¢ih tangramskih problema.

"Mozete izrezati dijelove tangrama, zalijepiti ih na debele listove papira i sastaviti ih u razne siluete.
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Ovi problemi zahtijevaju da stvorite odredenu siluetu od spomenutih sedam figura.
1) Ne smijete preklapati jedan tangram drugim, ¢ak ni vrh preko vrha.
2) svih sedam tangramskih dijelova mora se koristiti za svaku siluetu.

Medu ukljucenim siluetama nacéi ¢ete neke prilicno karakteristicne i uspjesne slike,
unato¢ njihovoj jednostavnosti i uglatosti.

Nije ni ¢udo da su umjetnici poput Gustavea Doréa bili fascinirani tangram slikama, a
Napoleon je, u svojoj prisilnoj samoé¢i na otoku Svete Helene, navodno provodio sate
igrajuéi ovu ”"kinesku zagonetku”.

10.1. ”Biljar”

Ovdje vidite geometrijske siluete dvaju igraca koji se naginju nad biljarski stol.

Svaka silueta - i igraca i stola - sastoji se isklju¢ivo od tangrama; a svaka od ove tri
siluete sadrzi svih sedam tangram figura.

Mozete li re¢i kako su te figure sastavljene?

MOF Y Y

Na§ orkestar, sastavljen od 7 tangrama, uklju¢uje bubnjara (desno), stalak za note
pored njega, basista, njegov kontrabas, debelog trubaca, pijanista koji sjedi za klavirom
i, kona¢no, sam klavir.

10.2. ”Orkestar”

Kako su te siluete sastavljene?
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10.3. Osam silueta

Sastavite red tangram figura na slici; one prikazuju siluete pijetla, zene, muskarca,
djevojcice, krave, macke, psa i misa.

10.4. Jos Sest silueta

Pokusajte sastaviti geometrijske siluete prikazane na slici koristeéi tangrame: djevojka
koja sjedi na travi, Zena koja se gleda u ogledalo, glava u $esiru, Napoleon i dvije siluete
Indijanaca.
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10.5. Gdje je grjeska?
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U tablici su prikazane sljede¢e tangramske siluete: tréeé¢i muskarac, tréeéa zena, kra-
vata, most, riba, labud, muskarac sa Salicom, ¢eki¢, nakovanj; muskarac s rukama iza
leda; konj, revolver, kosulja, Sesir, kokoS, guska, prase, stolica, lula za pusSenje, krigla i
nadgrobni spomenik.

Jedna od ovih figura ovdje je pogresno nacrtana: takva kakva jest, ne moze se konstru-
irati od tangrama.

Oznacite jedinu figuru u nasoj tablici koja se ne moze konstruirati od tangrama.

10.6. Najveca figura

Ako ste uspjeli stvoriti neke ili sve gore prikazane siluete, odgovorite na sljedeca pitanja:
Koja od svih figura koje ste stvorili ima najveéu povrsinu?

Koja od njih ima najmanju povrsinu?

10.7. 24 siluete

Siluete sastavljene u tablici prikazuju:

zenu pred ogledalom, kuéu, musku figuru, glavu Amerikanca, goruéu svijeéu, stariju
zenu, mriavu mladu Zzenu, macku, dizalicu, automobil, zeca, noja, klokana, sjedecu fi-
guru, jahaca na konju, Zzenu s torbicom, muskarca koji kle¢i, gramofon, jedrilicu, Ni-
zozemku, lokomotivu s tenderom, figuru koja klec¢i i muskarca koji se klanja.

Kako su sve ove figure sastavljene?
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10.8. Veli¢ine tangrama

Pogledajte blize 7 tangram figura koje su vam pomogle stvoriti toliko razlicitih silueta
i poku8ajte odgovoriti na pitanje:

Koliko je puta povrsina svake tangram figure manja od povrsine kvadrata iz kojeg su
izrezane?

10.9. Odakle je dosla noga?

Evo dvije siluete napravljene od tangrama.
Vidite da jedna silueta ima nogu, a druga nema.

Pa ipak, obje figure su konstruirane od istih sedam tangrama)

Odakle je dosla noga na desnoj figuri?
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10.10. Dva kvadrata od jednog

Dobio sam malu kvadratnu kutiju iz Kine koja sadrzi tangrame, slozene u dva sloja, pri
¢emu svaki sloj predstavlja kvadrat.

Dakle, od 7 tangrama mozete napraviti ne samo jedan kvadrat, ve¢ i dva identicna.

Kako se to moze uciniti?

10.11. Rjesenja zadataka od 10.1. - 10.10.

Rjesenje problema br. 10.1.

RjeSenje problema br. 10.4. Metoda slaganja silueta prikazana je na prilozenim
crtezima (v. sl.).
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RjesSenje problema br. 10.5. Sve figure prikazane u ranijoj tablici mogu se konstru-
irati od tangrama (v. sl.), s izuzetkom jedne - labuda.
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Slika prikazuje kako labud izgleda kada je pravilno konstruiran od tangramskih dijelova.

RjesSenje problema br. 10.6. Sve siluete imaju istu povrsinu jer su sastavljene od
istih dijelova. Bez obzira koliko se siluete mogu razlikovati, sve su one sastavljene od
istih dijelova izvornog kvadrata i, naravno, jednake povrsine.
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RjesSenje problema br. 10.7.
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Rjesenje problema br. 10.8. Povrsina svakog velikog trokuta iznosi 1/4 povrsine
kvadrata; srednji trokut je upola manji i stoga 1/8 kvadrata.

Svaki od malih trokuta je upola manji od srednjeg trokuta, te je stoga povrsina svakog
od njih 1/16 povrsine kvadrata.

Paralelogram i kvadrat mogu se formirati od dva mala trokuta; stoga je svaka od ovih
figura 1/8 povrsine izvornog kvadrata.

RjeSenje problema br. 10.9. PriloZeni crtez prikazuje kako su obje figure konstru-
irane.

Prva figura, bez noge, nesto je Sira od druge - to¢nije, za Sirinu uske trake koju omeduje
linija AB. Povrsina te "noge” toéno je jednaka povrsini te dodatne trake.

RjeSenje problema br. 10.10. Jedan od dva kvadrata tvore dva velika trokuta. Nakon
§to se to napravi, lako je oblikovati drugi kvadrat od preostalih pet tangrama.
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Najnevjerojatnije stranice u Guliverovim Putovanjima u mnoge daleke zemlje nesum-
njivo su one koje opisuju njegove izvanredne avanture u zemlji si¢usnih Liliputanaca i
u zemlji Brobdinjaga, divova.

U zemlji Liliputanaca, dimenzije - visina, Sirina, debljina - svih ljudi, zivotinja, biljaka
i stvari bile su 12 puta manje od nasih.

U zemlji divova, naprotiv, bile su 12 puta vece.

Zasto je autor Putovanja odabrao broj 12 lako je razumjeti ako se sjetimo da je to
upravo omjer stope i inc¢a (autor Putovanja je Englez). 12 puta manje, 12 puta veée -
naizgled ne bas znacajno smanjenje ili povecanje.

Medutim, razlika izmedu prirode i zivota u ovim fantasti¢nim zemljama i onima na koje
smo navikli pokazala se zapanjujuc¢om.

Cesto je ta razlika toliko zbunjujuéa u svojoj neocekivanosti da pruza materijal za
zagonetku.

Ovdje bismo Zzeljeli ponuditi desetak takvih zagonetki nagim ¢itateljima.

11.1. Guliverov obrok i vecera

Liliputanci, ¢itamo u ”Putovanjima”, utvrdili su sljede¢i obrok hrane za Gulivera:
”Dobit ¢e dnevni obrok hrane i pi¢a, dovoljan za prehranu 1724 podanika zemlje Liliput.”

?Tristo kuhara”, prepricava Guliver drugdje, ” pripremalo mi je obroke. Oko moje kuée
bile su kolibe u kojima se kuhalo i gdje su zivjeli kuhari i njihove obitelji. Kad bi doglo
vrijeme vecere, uzeo bih 20 slugu i postavio ih na stol, dok je 100 ljudi posluzivalo s
poda: neki su posluzivali hranu, ostali su donosili ba¢ve vina i drugih pi¢a na motkama
prebacenim s ramena na rame.

Oni koji su stajali na stolu podizali su sve to po potrebi, koristeéi uzad i koloture.”
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Mozete li objasniti kako su Liliputanci dobivali tako ogromne obroke?
I zasto je bilo potrebno toliko puno slugu da se nahrani jedan ¢ovjek?
Uostalom, on je samo dvanaest puta visi od Liliputanaca.

Jesu li takvi obroci i apetiti u skladu s relativnom veli¢inom Gullivera i Liliputanaca?

11.2. Bac¢va i kanta Liliputanaca

”Nakon §to sam se najeo”’, nastavlja Guliver, opisujuéi svoj boravak u zemlji
Liliputanaca, ”"davao sam znakove da sam zedan. Liliputanci su, s velikom spretnoséu,
podigli ba¢vu vina, najveéu takvu bac¢vu, uz pomo¢ uzadi do razine mog tijela, doko-
trljali je do moje ruke i skinuli poklopac. Popio sam je u jednom gutljaju. Dokotrljali
su mi drugu bac¢vu. Ispraznio sam je u jednom gutljaju, bas kao i prvu, i trazio jos - ali
nisu imali vise.”

| f R ]

Slika: Guliverov ruc¢ak u zemlji Liliputanaca

Na drugom mjestu Guliver opisuje kante Liliputanaca kao ”"ne veée od nasSeg velikog
naprstka”.

Mogu li takve sitne ba¢ve i kante postojati u zemlji u kojoj su svi predmeti samo
dvanaest puta manji od normalnih?

11.3. Zivotinje Liliputa

”Petsto najvecih konja poslano je da me odnesu u glavni grad”, kaze Guliver o Liliputan-
skoj zemlji.

Ne mislite li da je 500 konja previse za tu svrhu, ¢ak i uzimajuéi u obzir relativnu
veli¢inu Gulivera i Liliputanskih konja?

Sto se tice krava, bikova i ovaca Liliputanaca, Guliver kaze nesto nista manje zapanju-
juce: kada je otiSao, jednostavno ih je ”stavio u dzep”.

Je li to moguce?



11. Problemi iz Guliverovih putovanja 83

11.4. Tvrdi krevet

U Guliverovim putovanjima ¢itamo sljedeé¢e o tome kako su Liliputanci pripremili krevet
za svog divovskog gosta:

”Sest stotina madraca obi¢nih liliputanskih dimenzija dovezeno je kolima u moje odaje,
gdje su krojaci krenuli s radom. Od sto pedeset madraca, saSivenih zajedno, sasiven je
jedan na koji sam lako mogao stati i po duljini i po Sirini.

Cetiri takva madraca postavljena su jedan na drugi - ali ¢ak i na ovom krevetu bilo mi
je tesko spavati kao na kamenom podu.”

Zasto je Guliver smatrao ovaj krevet tako tvrdim?

I je li cijeli izra¢un tocan?

11.5. Tri stotine krojaca

"Tristo liliputanskih krojac¢a dodijeljeno mi je sa zadatkom da mi sa8iju komplet odjece
prema lokalnim uzorcima.”

Je li takva vojska krojaca zaista potrebna za izradu jednog odijela za muskarca koji je
samo 12 puta visi?

11.6. Guliverov brod

Guliver je napustio zemlju Liliputanaca na brodu koji se slu¢ajno nasukao na obalu.

Liliputancima se ovaj brod ¢inio kao monstruozno plovilo, daleko veée od najveéih
brodova u njihovoj floti.

Mozete li izracunati koliko je otprilike tona istisnine u liliputanskim mjerama imao ovaj
brod!?

11.7. Divovske jabuke i orasi

Citamo u Guliverovim Putovanjima k Brobdinhagima (divovima), ”jedan dvorski patu-
ljak uSao je s nama u vrt.

Iskoristivsi povoljan trenutak dok sam se nasao u Setnji pod jednim od stabala, zgrabio
je granu i protresao je iznad moje glave. Pljusak jabuka, svaka veli¢ine dobre bacve,
buéno je pljustao; jedna me udarila u leda i srusila ...”

”Drugi put, neki nestasni Skolarac bacio je orah ravno u moju glavu i za dlaku promasio
- a orah je bac¢en takvom silinom da bi mi neizbjezno zdrobio lubanju, buduéi da je bio
samo malo manji od naSe male bundeve.”

Koliko mislite da su jabuka i orah iz zemlje divova mogli teziti?

!stisnina broda jednaka je najveéem teretu koji moze podiéi (ukljuéujuéi masu samog plovila). Tona
je otprilike 62,5 funti.



84 Za mlade matematicare. Zabavni problemi.

11.8. Divov prsten

Medu predmetima koje je Guliver donio iz zemlje divova, kaze, bio je ”zlatni prsten koji
mi je sama kraljica dala, ljubazno ga skinuvsi s malog prsta i bacivsi mi ga preko glave
i oko vrata poput ogrlice.”

Je li mogucée da bi ¢ak i prsten s malog prsta kraljice bio dovoljno velik da Guliveru
posluzi kao ogrlica?

I koliko bi, otprilike, takav prsten tezio?

11.9. Knjige divova

Guliver daje sljedece detalje o knjigama u zemlji divova:

”Smio sam posudivati knjige iz knjiznice za ¢itanje, ali da bih ih ¢itao, morala se izraditi
cijela naprava.

Stolar mi je napravio drvene ljestve koje sam mogao nositi s mjesta na mjesto. Bile su
visoke 7,5 metara, a svaka stepenica dugacka 15 metara.

Kad sam izrazio zelju za Citanjem, moje su ljestve postavljene oko 3 metra od zida, sa
stepenicama okrenutim prema njemu, a otvorena knjiga postavljena je na pod, naslo-
njena na zid.

Popeo sam se na gornju stepenicu i poceo Citati od gornjeg retka, krecudi se s lijeva na
desno i natrag 8 ili 10 koraka, ovisno o duljini redaka.

Kako je ¢itanje napredovalo i retci su padali sve nize i nize u razinu mojih oé¢iju, postupno
sam se spustao na drugu stepenicu, zatim na trec¢u i tako dalje.

Nakon Sto sam procitao do kraja stranice, ponovno sam ustao i na isti nacin zapoceo
novu stranicu.

Okretao sam stranice objema rukama, $to nije bilo tesko, buduéi da papir na kojem
tiskaju svoje knjige nije deblji od naseg kartona, a njihovi najveéi listovi nisu dulji od
18 ili 20 stopa.”
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Je li sve to proporcionalno?

s

Slika: Guliver ¢ita knjigu u zemlji divova

11.10. Ogrlice divova

Zakljuc¢no, pogledajmo problem ove vrste, ali preuzet izravno iz Guliverovih avantura.
Mozda niste znali da broj ogrlice jednostavno oznacava njezin opseg u centimetrima.

Ako je opseg vaseg vrata 36 centimetara, tada ¢e vam odgovarati samo ogrlica broj 36;
ogrlica s manjim brojem bit ¢e preuska, a ogrlica s veéim brojem bit ¢e presiroka.

Prosje¢ni opseg vrata odrasle osobe je oko 40 centimetara.

Ako bi Guliver zelio naruciti posiljku ogrlica iz Londona za stanovnike zemlje divova,
koji bi broj narué¢io?

11.11. RjeSenja zadataka od 11.1. - 11.10.

Rjesenje problema br. 11.1. Izracun je bio apsolutno to¢an, osim male aritmeticke
pogrjeske.

Vazno je zapamtiti da su Liliputanci bili to¢ne, iako smanjene, slike obi¢nih ljudi, s
normalnim tjelesnim proporcijama.

Posljedi¢no, nisu bili samo 12 puta nizi, ve¢i 12 puta uzii 12 puta mrsaviji od Gulivera.
Njihov je tjelesni volumen stoga bio 123 = 1728 puta manji od Guliverova. I, naravno, za
odrzavanje takvog tijela bilo je potrebno odgovarajuée manje hrane. Zato su Liliputanci
izra¢unali da Guliveru treba obroka dovoljna za prehranu 1728 Liliputanaca (Swift je
pogrjesno naveo 1724).

Sada je jasno zasto je bilo potrebno toliko kuhara.

Za pripremu 1728 vecera bilo bi potrebno najmanje 300 kuhara, pod pretpostavkom da
jedan liliputanski kuhar moze skuhati pola tuceta liliputanskih vecera.

Sukladno tome, bio bi potreban i velik broj ljudi da se takav teret podigne do visine
Guliverovog stola, koji je, kako se lako moze izracunati, bio visok kao trokatna liliputan-
ska kuca.
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RjeSenje problema br. 11.2. Bac¢ve i kante Liliputanaca, ako bi imale isti oblik kao
nase, nisu samo 12 puta manje visine od nasih, ve¢ i 12 puta manje Sirine i debljine, te
posljedi¢no, njihov volumen je 12 - 12 - 12 = 1728 puta manji.

Stoga, pretpostavljajuéi da nasa kanta sadrzi 60 ¢a8a, lako mozemo izracunati da je
kanta Liliputanaca primila samo 60/1728, ili, zaokruzeno, 1/30 ca3e.

To je nesto vige od ¢ajne zlicice i, doista, ne prelazi kapacitet velikog naprstka.

Ako je kapacitet kante Liliputanaca gotovo jednak ¢ajnoj zlicici, tada kapacitet vinske
bacve, ¢ak i da sadrzi 10 kanti, ne bi prelazio 1/3 case.

Je li ¢udo da Guliver nije mogao ugasiti zed ¢ak ni s dvije takve bacve!

RjeSenje problema br. 11.3. Ve¢ smo u prvom problemu izracunali da je Guliverov
tjelesni volumen bio 1728 puta veéi od Liliputanaca.

Naravno, bio je i toliko puta tezi.

Prijevoz njegovog tijela konjem bio je jednako tezak za Liliputance kao i prijevoz 1728
Liliputanaca. To objasnjava zasto je toliko konja moralo biti upregnuto u Guliverovu
koéiju.

Zivotinje Liliputanaca takoder su bile 1728 puta manjeg volumena i stoga isto toliko
puta lakse od nasih.

Naga krava je visoka dva argina? i teska 50 pud®. Krava Liliputanaca bila je manje od
tri inca visoka i tezila je 50/1728 pud, ili nesto vise od jedne funte.

Naravno, takva igracka krava mogla bi stati u dzep, ako bi se zeljelo.

”Njihovi najveéi konji i volovi”, prepricava Guliver prilicno uvjerljivo, "nisu bili visi
od deset ili pet centimetara, njihove ovce oko centimetar i pol, njihove guske veli¢ine
nasih vrabaca i tako dalje do najmanjih zivotinja. Njihove manje Zivotinje bile su gotovo
nevidljive mojim o¢ima.

Vidio sam kuhara kako ¢upa Sevu veli¢ine nase obi¢ne muhe, ako ne i manju; drugi put
sam vidio mladu djevojku kako uvlaci nevidljivu nit u nevidljivu iglu.”

RjesSenje problema br. 11.4. Izracun je sasvim tocan.

Ako je liliputanski madrac bio 12 puta kraéi i, naravno, 12 puta uzi od madraca stan-
dardne veli¢ine, tada je njegova povrsina bila 12 - 12 puta manja od povrSine naSeg
madraca.

Da bi legao, Guliveru je stoga trebalo 144 (okruglim brojem, 150) liliputanskih madraca.
Ali takav je madrac bio vrlo tanak - 12 puta tanji od naseg.

Sada je jasno da ¢ak ni Cetiri sloja takvih madraca ne bi pruzila dovoljno mekan krevet:
dobiveni madrac bio je tri puta tanji od naSeg.

RjesSenje problema br. 11.5. Guliverova tjelesna povrsina nije bila 12 puta veca od
povrsine Liliputanaca, veé¢ 12 - 12, odnosno 144 puta. To postaje jasno ako zamislimo da
svaki kvadratni centimetar tjelesne povrsine Liliputanca odgovara kvadratnom metru
Guliverove tjelesne povrsine, a u kvadratnom metru ima 144 kvadratna inca.

Stoga bi Guliverovo odijelo zahtijevalo 144 puta vise tkanine nego liliputansko odijelo,
a time i odgovarajuce vise radnog vremena.

2 Arsin je stara mjerna jedinica za duljinu (poznata i kao turski lakat) koja iznosi izmedu 65 i 75
centimetara, dok u prenesenom znacenju oznacava mjeru, mjerilo ili kriterij za prosudivanje.

3Pud najéesée oznacava staru rusku mjernu jedinicu za masu koja iznosi priblizno 16,38 kg (40 ruskih
funti), ili se koristi kao skradenica u medicini i ugostiteljstvu.
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Ako jedan kroja¢ moze sasiti odijelo za dva dana, onda bi za Sivanje 144 odijela (ili
jednog Guliverovog odijela) u jednom danu bilo potrebno toéno 300 krojaca.

Rjesenje problema br. 11.6. Guliverov brod mogao je podiéi 20 puda (60 funti);
stoga je njegova istisnina 20/60 = 1/3 tone.

Tona je tezina kubnog metra vode; stoga je brod istisnuo 1/3 kubnog metra.

Ali sve liliputanske linearne mjere su 12 puta manje od nasih, dok su kubne mjere 1728
puta manje.

Lako je vidjeti da je 1/3 naseg kubnog metra sadrzavalo oko 576 kubnih metara
liliputanske zemlje, a da je Guliverov brod imao istisninu od 575 tona (ili blizu toga,
buduéi da je poc¢etni broj, 20 puda, proizvoljan).

Ovih dana, kada brodovi teski desetke tisuca tona plove oceanima, brod ove veli¢ine
ne bi nikoga iznenadio - ali vrijedi imati na umu da su u vrijeme kada su napisana
Guliverova putovanja (pocetkom 18. stoljeca), brodovi od 500-600 tona bili rijetki.

RjeSenje problema br. 11.7. Lako je izra¢unati da bi jabuka, koja u nasoj zemlji tezi
oko ¢etvrtine funte, u zemlji divova tezila, proporcionalno svom volumenu, 1728 puta
vige, tj. 432 funte ili gotovo 11 puda! Takva jabuka, udarivsi ¢ovjeka u leda, tesko bi ga
ostavila na zivotu, pa je Guliver prelako izbjegao prijetnju da ga zgnjec¢i jabuka od 11
puda.

Orah u zemlji divova tezio bi 8-9 funti, pod pretpostavkom da nas orah tezi oko 1/2
zlatnika; promjer divovskog oraha mogao je biti oko 4 inca.

Cvrsti predmet tezak osam funti, ba¢en brzinom oraha, naravno bi neizbjezno zgnjecio
glavu ¢ovjeka normalne velicine.

I kada na drugom mjestu Guliver prepricava da ga je obi¢na tuca u zemlji divova
trenutno oborila na tlo i da ga je tuca ”brutalno udarala po ledima, bokovima i po
cijelom tijelu, poput velikih drvenih kugli, kakve se koriste za igranje kroketa”, to je
sasvim vjerojatno, jer svaka tuca u zemlji divova mora teziti barem nekoliko funti.

RjesSenje problema br. 11.8. Promjer malog ljudskog prsta normalne veli¢ine iznosi
oko 1 1/2 centimetra. Mnozenjem s 12 dobivamo promjer prstena kraljice od 1 1/2 - 12
= 18 centimetara; prsten ovog promjera ima opseg od 18 - 3 1/7 = oko 56 centimetara.
To je taman prava veli¢ina da kroz njega stane glava normalne veli¢ine (3to se lako moze
provjeriti mjerenjem opsega glave u najsirem dijelu komadom konca).

Sto se tice tezine takvog prstena, ako obi¢an prsten tezi, recimo, jedan zlatnik, prsten
istog dizajna iz zemlje divova tezio bi 1728 zlatnika, ili nesto manje od pola puda.

RjeSenje problema br. 11.9, Ako uzmemo u obzir dimenzije moderne knjige stan-
dardnog formata (25 centimetara duljine i 12 centimetara $irine), Guliverov opis djeluje
pomalo pretjerano.

Za citanje knjige manje od 3 metra visine i 1,5 metara Sirine, moze se bez ljestava i
nema potrebe hodati 8-10 koraka udesno i lijevo.

Ali u Swiftovo vrijeme, pocetkom 18. stolje¢a, standardni format knjiga (folija) bio
je mnogo veli nego danas. Primjerice, format ” Aritmetike” Magnickog, objavljen za
vrijeme vladavine Petra Velikog, mjerio je oko 30 centimetara visine i 20 centimetara
Sirine.

Poveéavanjem toga za faktor 12, dobivamo impresivnije dimenzije za divovske knjige:
360 centimetara (gotovo 4 metra) visine i 240 centimetara Sirine (2,5 metra).

Citanje knjige dugacke Getiri metra bez ljestava je nemoguée;
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Ali ¢ak ni ovdje, prelazak s jednog retka na drugi ne bi zahtijevao 8-10 koraka, pa je
Swiftov posljednji detalj nesumnjivo pretjerivanje.

Takav svezak tezio bi 1728 puta vise od naseg, tj. 70-80 puda.

Uz pretpostavku 500 listova, svaki list knjige divova tezi oko 11-13 funti. Okretanje
takvih stranica, naravno, nije tesko. Slova u knjigama divova bila su visoka oko 2-3 cm;
¢itanje tako velikog tiska s udaljenosti od 10 stopa, kao $to je to ¢inio Guliver, vrlo je
ugodno.

RjesSenje problema br. 11.10. Opseg vrata divova bio je veéi od opsega vrata nor-
malne osobe za isti broj puta koliko je njegov promjer bio vedi, tj. 12 puta.

I dok normalnoj osobi treba br.40, divu bi trebalo br. 40 - 12 = 480.




12. Problemi sa zigicama

12.1. Tri od Sest

Pred vama (v. sl.) je figura sastavljena od 17 zigica. U njoj vidite Sest identi¢nih

kvadrata.

Zadatak je ukloniti pet zigica bez pomicanja ostalih, tako da ostanu samo tri kvadrata.
@

12.2. Ostavite pet kvadrata

U mrezi zigica prikazanoj na slici, morate ukloniti ¢etiri zigice - bez dodirivanja ostalih
- tako da ostane pet kvadrata.
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12.3. Ostavite cetiri kvadrata

Iz iste prethodne slike (v. sl.) uklonite 8 Zigica, bez pomicanja ostalih, tako da preostale
zigice tvore 4 identi¢na kvadrata.
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12.4. Ostavite tri kvadrata

Na istoj slici (v. sl. prethodnu) uklonite 6 Zigica - bez pomicanja ostatka - tako da
ostanu samo 3 kvadrata.

12.5. Ostavite dva kvadrata

I na kraju, na istoj prethodnoj slici (v. sl.) uklonite 8 Zigica, bez dodirivanja ostatka,
tako da ostanu samo dva kvadrata.

12.6. Sest ¢etverokuta

Na slici sa zigicama prikazanoj ovdje, potrebno je premjestiti 6 zigica s jednog mjesta
na drugo kako bi se oblikovala figura sastavljena od 6 identi¢nih Cetverokuta.

12.7. Dvanaest zigica

Od dvanaest zigica oblikujte figuru koja sadrzi tri identi¢na Cetverokuta i dva identi¢na
trokuta.

Kako to uciniti?

12.8. Osamnaest zigica

Od 18 zigica morate oblikovati dva Cetverokuta tako da povrsina jednog bude tri puta
veca od povrsine drugog.

Kao i u svim prethodnim problemima, zigice ne smiju biti slomljene. Oba ¢etverokuta
moraju biti odvojena, ne jedan uz drugi.

12.9. Dva peterokuta

Ako ste uspjeli rijesiti prethodni zadatak, pokusSajte rijesiti ovu zagonetku:

Koristeci 18 zigica, oblikujte dva peterokuta tako da povrsina jednog bude toéno tri
puta veta od povrsine drugog.

Ostali uvjeti su isti kao u prethodnom zadatku.
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12.10. Od 19 do 12

Na slici vidite kako se Sest identi¢nih dijelova moze oblikovati od 19 cijelih zigica.

Je 1i moguce oblikovati Sest identicnih dijelova, ¢ak i ako su razli¢itog oblika, s 12 cijelih
zigica?

12.11. RjeSenja zadataka od 12.1. - 12.10.

RjeSenje problema br. 12.1. Moze se vidjeti na crtezu.
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RjeSenja problema br. 12.2. Moze se vidjeti na crtezu.
. A At :
4 =4
g p g b




92 Za mlade matematicare. Zabavni problemi.

RjeSenja problema br. 12.4. Moze se vidjeti na crtezu.
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RjesSenje problema br. 12.6.

RjesSenje problema br. 12.7. prikazano je na slici. To je jednakostrani¢ni Sesterokut,
ali nije pravilan jer mu kutovi nisu jednaki.

<2
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RjeSenje zadatka br. 12.8. prikazano je na slici. Povrsina lijeve figure ¢ini dva
kvadrata, svaki sa stranicama duljine jedne Zzigice. Desni ¢etverokut je paralelogram
¢ija je visina AB = 1 1/2 duljine zigice. Njegova povrsina, prema pravilima geometrije,
jednaka je njegovoj osnovici pomnozenoj s visinom: 4 - 1 1/2 = 6 - tj. tri puta veca od
povrsine lijevog cetverokuta.

A

B

RjeSenje problema br. 12.9. i 12.10. jasno je prikazano na priloZzenim crtezima.
|§'n_-
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......................
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13. Tezina i vaganje

13.1. Tezina trupca

Okrugli trupac ima masu trideset kilograma. Koliko bi tezio da je dva puta deblji, a
upola kraci?

13.2. Decimalna vaga

Sto kilograma zeljeznih ¢avala uravnotezeno je na decimalnoj vagi! zeljeznim utezima.
Vaga je uronjena u vodu.

Hocée li vaga biti uravnotezena i pod vodom?

13.3. Tezina boce

Boca napunjena kerozinom ima masu 1000 grama.
Ista boca napunjena kiselinom ima masu 1600 grama.
Kiselina je dvostruko teza od kerozina.

Kolika je masa boce?

13.4. Sapun

Na jednu tavu vage stavlja se sapun, na drugu tri ¢etvrtine istog sapuna i jos tri ¢etvrtine
kilograma. Vaga je uravnotezena.

<

Koliko tezi cijeli sapun?
Pokusajte rijesiti ovaj jednostavan problem mentalno, bez olovke ili papira.

Decimalna vaga ima jasno oznacene jedinice i podjele.
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13.5. Macke i maciéi

Na slici vidite da 4 macke i 3 macica teze 15 kilograma, a 3 macke i 4 macica teze 13
kilograma.

Koliko teze svaka macka i svaki macié¢ zasebno?

Pokusajte rijesiti ovaj zadatak i usmeno.

13.6. Skoljka i perle

Slika pokazuje da su 3 djecje kocke i 1 skoljka uravnotezene s 12 perli, te da je, nadalje,
1 skoljka uravnotezena s 1 kockom i 8 perli.

Koliko perli treba staviti na praznu plo¢u vage da bi se $koljka uravnotezila na drugoj
ploci?

13.7. Tezina voéa

Evo jo§ jednog problema u istom duhu.
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Slika pokazuje da 3 jabuke i 1 kruska teze koliko i 10 breskvi, a 6 breskvi i 1 jabuka teze
koliko i 1 kruska.

13.8. Koliko ¢asa?

Na slikama vidite da su boca i ¢aSa uravnotezene vréem; sama boca je uravnotezena
¢aSom i tanjuri¢em; dva vréa su uravnotezena s tri tanjurica.

Koliko ¢asa treba staviti na praznu tavu vage da bi se boca uravnotezila?
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13.9. S cekiéem i utegom

Izvazite 2 kilograma kristalnog Secera u vrecice od 200 grama.

Imate samo jedan uteg od 500 grama i ¢eki¢ mase 900 grama.

Kako mozete dobiti svih 10 vrecica koristeéi ovaj uteg i ¢ekié?

13.10. Arhimedov problem

Najstarija zagonetka koja uklju¢uje vaganje nesumnjivo je ona koju je drevni vladar
Sirakuze, Hijeron, postavio slavnom matemati¢aru Arhimedu.

Predaja kaze da je Hijeron narucio od majstora da izradi krunu za kip i naredio mu da
osigura potrebnu koli¢inu zlata i srebra.

Kada je kruna isporucena, vaganje je pokazalo da tezi isto kao i ukupna tezina is-
porucenog zlata i srebra.

Medutim, vladar je obavijesten da je majstor sakrio dio zlata, zamijenivsi ga srebrom.

Hijeron je pozvao Arhimeda i trazio ga da utvrdi koliko zlata i koliko srebra sadrzi
kruna.

Arhimed je rijesio ovaj problem na temelju ¢injenice da ¢isto zlato gubi 1/20 svoje tezine
u vodi, a srebro 1/10.

Ako se zelite oku8ati u ovom zadatku, pretpostavimo da je majstor dobio 8 kilograma
zlata i 2 kilograma srebra te da kada je Arhimed vagao krunu pod vodom, ona nije tezila
10 kilograma, ve¢ samo 9 1/4 kilograma.

Pokusajte iz ovih podataka utvrditi koliko je zlata majstor sakrio.

Pretpostavlja se da je kruna izradena od punog metala, bez ikakvih Supljina.

13.11. Rjesenja zadataka od 13.1. - 13.10.

Rjesenje problema br. 13.1. Uobicajeni odgovor je da trupac udvostrucéen u debljini,
ali skrac¢en za pola, ne bi trebao promijeniti svoju masu.

Medutim, to je netoc¢no.

Udvostrucenje promjera ucetverostruc¢uje volumen okruglog trupca; medutim, pre-
polovljenje njegove duljine samo prepolovljuje volumen.

Stoga bi debeli, kratki trupac trebao biti dvostruko tezi od dugog, tankog trupca, tj.
teziti 60 kilograma.
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Rjesenje problema br. 13.2. Kada se uroni u vodu, évrsti zeljezni predmet gubi 1/8

svoje tezine?.

Stoga ¢e utezi pod vodom biti 7/8 svoje izvorne tezine, a ¢avli ¢e takoder biti 7/8 svoje
izvorne tezine.

A bududi da su utezi bili 10 puta laksi od ¢avala, bit ¢e i 10 puta laksi pod vodom.
Posljedi¢no, decimalna vaga ostat ¢e u ravnotezi ¢ak i pod vodom.

Rjesenje problema br. 13.3. Iz opisa problema znamo da je, prvo, tezina boce +
tezina kerozina = 1000 grama.

Drugo, buduéi da je kiselina dvostruko teza od kerozina, znamo da je tezina boce +
dvostruka tezina kerozina = 1600 grama.

Iz ovoga je jasno da je razlika u tezini od 1600 - 1000, tj. 600 grama, tezina kerozina u
volumenu boce.

Ali boca i kerozin zajedno teze 1000 grama; stoga boca tezi 1000 - 600 = 400 grama.
Doista, tezina kiseline (1600 - 400 = 1200 grama) dvostruko je veéa od tezine kerozina.

Rjesenje problema br. 13.4. 3/4 komada sapuna + 3/4 kilograma tezi isto kao i
cijeli komad sapuna.

Ali cijeli komad sapuna sadrzi 3/4 komada + 1/4 komada.
Stoga 1/4 komada tezi 3/4 kilograma.
Posljedi¢no, cijeli komad tezi ¢etiri puta vise od 3/4 kilograma, odnosno 3 kilograma.

RjesSenje problema br. 13.5. Usporedujuéi oba vaganja, lako je vidjeti da zamjena
jedne macke s jednim maci¢em smanjuje tezinu tereta za 15 - 13, odnosno 2 kg.

Stoga je macka 2 kg teza od macica.

Zmajudi to, zamijenimo sve ¢etiri macke macica tijekom prvog vaganja: tada ¢emo imati
4 + 3 = 7 macica, a kazaljka Ce se pokazivati 2 - 4, odnosno 8 kg manje, umjesto 15
kilograma.

To znaci da 7 macic¢a tezi 15 - 8 = 7 kilograma.
Iz ovoga je jasno da macié tezi 1 kilogram, dok odrasla macka tezi 1 + 2 = 3 kilograma.

RjesSenje problema br. 13.6. Usporedimo prvo i drugo vaganje. Vidite da mozemo
zamijeniti Skoljku u prvom vaganju s 1 kockom i 8 perli, jer imaju istu tezinu.

Tada bismo imali 4 kocke i 8 perli na lijevoj tavi, a to bi bilo uravnotezeno s 12 perli.

Sada, uklanjanjem 8 perli iz svake tave, ne ¢emo poremetiti ravnotezu, ostavljajué¢i nam
4 kocke na lijevoj tavi i 4 perle na desnoj.

Stoga, kocka i perla teze isto.

Sada je jasno koliko perli tezi skoljka: zamjenom (u drugom vaganju) 1 kocke na desnoj
tavi perlom, nalazimo da tezina $koljke = tezina 9 perli.

Nag rezultat je lako provjeriti: tijekom prvog vaganja zamijenite kocke i §koljke na lijevo]
tavi odgovarajuéim brojem perli: dobivate 3 + 9 = 12, kao sto se i ocekivalo.

RjesSenje problema br. 13.7. Tijekom prvog vaganja, zamijenimo jednu krusku sa
Sest breskvi i jednom jabukom.

ZNisam uklju¢io ovaj broj u opis problema jer stvarna vrijednost gubitka - osmina, desetina ili
dvadesetina - nije relevantna za rjesenje.
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To mozemo uciniti jer kruska tezi isto kao Sest breskvi i jedna jabuka.
Zavrsit ¢emo s Cetiri jabuke 1 Sest breskvi u lijevoj Salici, a deset breskvi u desnoj Salici.

Nakon $to iz svake Salice izvadimo Sest breskvi, nalazimo da cetiri jabuke teze isto kao
cetiri breskve.

Drugim rije¢ima, jedna breskva tezi isto kao jedna jabuka.
Sada je lako vidjeti da je tezina kruske jednaka tezini sedam breskvi.

RjesSenje problema br. 13.8. Ovaj se problem moze rijesiti na razli¢ite nacine. Evo
jednog nacina.

Tijekom treceg vaganja, zamijenimo svaki vré s jednom bocom i jednom ¢asom (iz prvog
vaganja vidimo da bi vaga trebala ostati u ravnotezi).

Tada ¢emo saznati da su dvije boce i dvije ¢age uravnotezene s tri tanjurica.

Na temelju drugog vaganja mozemo zamijeniti svaku bocu s jednom c¢aSom i jednim
tanjuri¢em.

Tada ¢emo otkriti da su Cetiri ¢aSe i dva tanjuri¢a uravnotezeni s tri tanjurica.

Uklanjanjem dva tanjurica iz svake posude, saznajemo da su Cetiri ¢aSe uravnotezene s
jednim tanjuri¢em.

Posljedi¢no, boca je uravnotezena (usp. drugo vaganje) s pet ¢asa.
RjesSenje problema br. 13.9. Postupak vaganja je sljedeéi.

Prvo se na jednu posudu stavi ¢eki¢, na drugu uteg i dovoljno kristalnog Secera da se
posude uravnoteze.

Jasno je da kristalni Secer tezi 900 - 500 = 400 grama.
Ista se operacija ponavlja jos tri puta; preostali Secer tezi 2000 - (4 - 400) = 400 grama.

Sada preostaje samo podijeliti svaku od pet dobivenih vrecica od 400 grama na pola,
na dvije vreéice jednake tezine.

To se radi vrlo jednostavno bez utega: sadrzaj vreéice od 400 grama ulijte u dvije posude
postavljene na razli¢ite strane dok se vaga ne uravnotezi.

RjeSenje problema br. 13.10. Kad bi kruna koju smo narucili bila u cijelosti izradena
od cistog zlata, tezila bi 10 kg izvan vode, a pod vodom bi izgubila 20-ti dio te tezine,
odnosno pola kilograma.

Medutim, u stvarnosti znamo da kruna ne gubi 1/2 kg, ve¢ 10 - 9 1/4 = 3/4 kg.

To je zato $to sadrzi srebro, metal koji u vodi ne gubi 20-ti dio, ve¢ 10-ti dio svoje
tezine.
Sadrzaj srebra u kruni trebao bi biti takav da ne gubi 1/2 kg, ve¢ 3/4 kg - 1/4 kg vise.

Ako mentalno zamijenimo 1 kg zlata u nasoj kruni od ¢istog zlata srebrom, kruna ¢e u
vodi izgubiti viSe nego prije, za 1/10 - 1/20 = 1/20 kg.

Stoga, da bi se postiglo potrebno poveéanje gubitka tezine od 1/4 kg, potrebno je za-
mijeniti srebrom onoliko kilograma zlata koliko 1/20 kg sadrzi 1/4 kg; ali 1/4 : 1/20 =
5.

Dakle, kruna je sadrzavala 5 kg srebra i 5 kg zlata, umjesto izdanih 2 kg srebra i 8 kg
zlata. Tri kilograma zlata su sakrivena i zamijenjena srebrom.
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14.1. Ribnjak

Na slici je ribnjak oblika ¢etverokuta. (v. sl.).

Cetiri stara, ragirena hrasta rastu na njegovim kutovima, blizu ruba vode.
Ribnjak treba prosiriti tako da mu se povrsina udvostruci, a zadrzati cetvrtasti oblik.
Ali stoljetni hrastovi ne smiju se dirati.

Je 1i moguce prosiriti ribnjak na potrebnu veli¢inu tako da sva ¢etiri hrasta ostanu
na svojim izvornim polozajima, ne budu potopljena, nego da stoje na obalama novog
ribnjaka?

14.2. Laik za parket

Laik za parket, prilikom rezanja kvadrata iz drveta, tesao ih je na sljedeéi naéin: us-
poredio je duljine njihovih stranica i ako su sve Cetiri stranice jednake, smatrao je da je
kvadrat ispravno izrezan.

Je li ovaj test pouzdan?

14.3. Jos jedan parketar laik

Drugi parketar laik provjerio je svoj rad drugacije.
Nije mjerio stranice, ve¢ dijagonale odnosno duzine koje spajaju nasuprotne vrhove.
Ako su obje dijagonale bile jednake, laik je smatrao da je kvadrat ispravno izrezan.

Mislite 1i i vi tako?

14.4. Tredi parketar

Prilikom provjere kvadrata, treéi parketar potvrdio je da su sva Cetiri dijela na koja
dijagonale dijele ¢etverokut (v. sl.) jednaka.
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Po njegovom misljenju, to je dokazalo da je izrezani cetverokut kvadrat.

Sto vi mislite?

14.5. Krojacica

Krojacica treba izrezati komad tkanine u obliku kvadrata.

Nakon rezanja, provjerava svoj rad tako §to dijagonalno presavija pravokutni komad i
provjerava podudaraju li se stranice.

Ako se podudaraju, zakljucuje, tada je izrezani komad savrsen kvadrat.

Je 1i?

14.6. Druga krojacica

Druga krojacica nije se zadovoljila samo provjerom rada svoje prijateljice.

Izrezani pravokutnik prvo je presavila duz jedne dijagonale, a zatim, nakon Sto je po-
ravnala tkaninu, presavila duz druge dijagonale.

I samo ako su se stranice lika u oba slu¢aja podudarali, smatrala je da je kvadratni rez
ispravno izrezan.

Sto mislite o ovom testu?

14.7. Stolarova dilema

Mladi stolar ima peterokutnu dasku, prikazanu na slici.

Mozete vidjeti da se sastoji od kvadrata i trokuta dodanog na jednu stranicu, koji je
¢etvrtine veli¢ine kvadrata.

Stolar treba - bez oduzimanja ili dodavanja nekog od dijelova daske sloziti kvadrat.
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Da bi to uéinio, naravno, prvo mora ispiliti komade.

Nag mladi stolar namjerava upravo to uciniti, ali zeli podijeliti dasku duz najvise dvije
ravne linije.

Je li moguce izrezati nasu figuru na komade koristeéi dvije ravne linije, tako da definiraju
kvadrat?

I ako jest, kako se to moze uciniti?

14.8. Cijelo covjecanstvo unutar kvadrata

Trenutno (1924. godine) na cijelom svijetu zivi 1 800 milijuna ljudi: 1 800 000 000.
Zamislite da su svi ljudi na svijetu okupljeni u ¢vrstoj gomili na jednom ravnom mjestu.

Zelite ih smjestiti u kvadratnu povrsinu, ra¢unajuéi jedan éetvorni metar za svakih
dvadeset ljudi (dvadeset ljudi, évrsto stisnutih zajedno, moglo bi stati u takav kvadrat).

Pokusajte procijeniti okom, bez izracuna, pribliznu veli¢inu kvadrata koji bi bio potre-
ban.

Bi li, primjerice, bio dovoljan kvadrat sa stranicom duljine 100 kilometara?

14.9. Sumnjivi kvadrati

Ucitelj crtanja zadao je uceniku zadatak da nacrta dva jednaka kvadrata i osjenca ih.

Ucenik je zadatak izvrsio kao §to je prikazano na slici.

Bio je siguran da su to kvadrati, i to jednaki.

Zasto je tako mislio?

14.10. Tamne mrlje

Drugi je ucenik zamoljen da nacrta nekoliko redova crnih kvadrata odvojenih bijelim
prugama.
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Evo kako je to ucinio.

Medutim, mozete vidjeti da se blizu kutova kvadrata, gdje se sijeku bijele pruge, nalaze
tamne mrlje.

Ucenik je inzistirao da ih nije nacrtao.

Odakle su se pojavile?

14.11. RjeSenja zadataka od 14.1. - 14.10.

Rjesenje problema br. 14.1. Udvostrucenje povrsine ribnjaka uz zadrzavanje nje-
govog kvadratnog oblika a da hrastovi ostanu netaknuti.

Novi kvadrat definiramo tako da svaki hrast bude poloviste jedne njegove stranice.

Lako je provjeriti da je nova povrsina dvostruko ve¢a od originalne: jednostavno na-
crtajte dijagonale u originalnom ribnjaku i prebrojite rezultirajuée trokute.

F A

Rjesenje problema br. 14.2. Ovaj test nije dovoljan. Cetverokut je mogao proéi ovaj
test ¢ak i bez da je kvadrat.

Primjere takvih cetverokuta vidite na slici, gdje su sve stranice jednake, ali kutovi nisu
pravi kutovi.

U geometriji se ¢etverokuti s ¢etiri jednake stranice nazivaju rombovi.

Svaki kvadrat je romb, ali nije svaki romb kvadrat.

AN
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RjesSenje problema br. 14.3. Ovaj test je jednako nepouzdan kao i prvi.

U kvadratu su, naravno, dijagonale jednake, ali nije svaki ¢etverokut s jednakim dijag-
onalama kvadrat, kao $to se moze vidjeti na slikama.

Radnici koji postavljaju parket trebali bi na svakom izrezanom Cetverokutu provjeriti i
stranice i dijagonale; tada bi mogli biti sigurni da je posao obavljen ispravno.

Bilo koji romb s jednakim dijagonalama je svakako kvadrat.

RjesSenje problema br. 14.4. Provjera je mogla pokazati samo da testirani ¢etverokut
ima prave kutove, tj. da je pravokutnik.

Ali provjera nije mogla potvrditi jesu li mu stranice jednake, kao $to se moze vidjeti iz
crteza.

RjeSenje problema br. 14.5. Provjera nije dovoljna. Ovdje je nacrtano nekoliko
cetverokuta (v.sl.) ¢iji se rubovi, kada se dijagonalno presaviju, podudaraju.

Ipak, nisu kvadrati.

Ova provjera moze samo potvrditi da je lik simetrican, ali nista vise.

RjesSenje problema br. 14.6. Ovaj test nije bolji od prethodnog.
Mozete izrezati bilo koji broj papirnatih c¢etverokuta koji ¢e proéi ovaj test, iako uopce
nisu kvadrati.

Ovi oblici imaju sve jednake stranice (rombovi su), ali kutovi nisu pravi kutovi - nisu
kvadrati.

Da biste doista provjerili je li izrezani komad kvadrat, nakon provjere jednakosti stranica
treba provjeriti jesu i mu dijagonale jednake (v. sl.).
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RjeSenje problema br. 14.7. Jedna linija treba i¢i od vrha C' do polovista stranice
DE, a druga od tog polovista do vrha A.

Dobivena tri dijela, 1, 2 i 3, tvore kvadrat, kao $to je prikazano na crtezu (v. sl.).

RjeSenje problema br. 14.8. Stranica kvadrata mora biti deset puta manja od 100
kilometara.

Doista, kvadrat sa stranicom od 10 kilometara (kilometar je gotovo jednak versti) sadrzi
10000 - 10000 = 100000000 cetvornih metara.

Ako bi 20 ljudi stalo u svaki ¢etvorni metar, tada bi kvadrat zadanih dimenzija primio
100000000 - 20 = 2000000000 ljudi, sto je vise od 1800000 000, tj. cijelo stanovnistvo
svijeta.

Dakle, za smjestaj cijelog ¢ovjecanstva dovoljan je kvadrat sa stranicom manjom od 10
kilometara.

RjesSenje problema br. 14.9. Kvadrati su doista jednaki.
Rjesenje problema br. 14.10. Nitko nije stvorio tamne mrlje - one zapravo ne postoje.

Vidimo ih samo kao rezultat opticke iluzije.



15. Problemi sa satovima

15.1. Kada se kazaljke susrec¢u?

U 12 sati velika i mala kazaljka se preklapaju (v. sl.). Ali vjerojatno ste primijetili da to
nije jedini put kada se kazaljke sata susrecu: preklapaju se nekoliko puta tijekom dana.

Mozete li navesti sve sluc¢ajeve kada se to dogada?

15.2. Kada su kazaljke nasuprotne?

Naprotiv, u 6 sati obje kazaljke pokazuju u suprotnim smjerovima (v. sl.).

Ali je li to samo u 6 sati ili postoje i druga vremena kada su kazaljke postavljene na
ovaj nacin?
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15.3. U koje vrijeme?

U koje vrijeme minutna kazaljka je ispred satne kazaljke za isti kut za koji je satna
kazaljka ispred broja 127

Ili mozda postoji nekoliko takvih trenutaka dnevno?

Ili se uopce ne dogadaju?

15.4. Suprotno

Ako pazljivo promatrate sat, mozda ste primijetili kazaljke postavljene u potpuno
suprotnom smjeru od onoga $to je gore opisano: kazaljka za sate je ispred kazaljke
za minute za isti iznos za koji se kazaljka za minute pomaknula od 12. (v. sl.).

U koliko sati je to mogucée?

15.5. S obje strane broja Sest

Pogledao sam na sat i primijetio da su obje kazaljke bile na istoj udaljenosti od broja
Sest, s obje njegove strane.

Koliko je to bilo sati?
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15.6. Tri i sedam

Sat otkucava tri, i dok otkucava, prolaze tri sekunde.
Koliko vremena treba satu da otkuca sedam?

Za svaki slu¢aj, upozorit ¢u vas da ovo nije Sala i ne sadrzi nikakve skrivene zamke.

15.7. Sat s kompasom

DzZepni satovi su sada uobi¢ajeni u inozemstvu, ¢iji broj¢anik nije podijeljen na 12, veé
na 24 dijela, s oznakama od 1 do 24 sata.

Kazaljka takvog sata napravi puni krug za 24 sata, a ne za 12.
Takav sat moze se koristiti kao kompas za vedrih dana.

Kako?

15.8. Na istu temu

Je li moguce, bez kompasa, koristiti nas obi¢ni dzepni sat za odredivanje, barem pri-
blizno, strana svijeta za vedrog dana?

15.9. Broj Sest

Pitajte nekoga starijeg od vas koliko dugo ima dzepni sat. Recimo da ga ima ve¢ 15
godina.

Nastavite razgovor na ovaj nacin:
”Koliko puta dnevno pogledate na svoj sat?”
”Vjerojatno dvadesetak puta”, glasit ¢e odgovor.

"To znaéi da gledate na svoj sat barem 6000 puta godisnje, a tijekom 15 godina vidjeli
ste njegov brojcanik od 6000 - 15, odnosno gotovo sto tisuc¢a puta.

Naravno, trebali biste znati i zapamtiti nesto §to ste vidjeli sto tisuca puta.”
”Pa, naravno!”

”Stoga biste trebali biti savrSeno upoznati s broj¢anikom svog dzepnog sata i ne Cete
imati problema zamisliti iz sje¢anja kako je na njemu oznacen broj Sest.”

I ponudite sugovorniku komad papira i olovku.

On udovoljava vasem zahtjevu, ali ... u veéini slucajeva, crta broj Sest na nacin koji je
potpuno drugaciji od broja na njegovom satu.

Zasto?

Odgovorite na ovo pitanje bez gledanja na dzepni sat.
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15.10. Otkucavanje sata

Stavite dzepni sat na stol, udaljite se tri ili Cetiri koraka i slusajte njegovo otkucavanje.

Ako je u sobi dovoljno tiho, ¢ut éete ga kako povremeno otkucava: kratko otkucava,
zatim se zaustavi na nekoliko sekundi, pa ponovno poc¢ne otkucavati i tako dalje.

Kako objasnjavate ovo nepravilno otkucavanje?

15.11. RjeSenja zadataka od 15.1. - 15.10.

RjesSenje problema br. 15.1. Po¢nimo promatrati kretanje kazaljki u 12 sati.
U ovom trenutku obje kazaljke se preklapaju.

Bududi da se satna kazaljka kreée 12 puta sporije od minutne kazaljke (puni krug napravi
u 12 sati, a minutna kazaljka u 1 sat), kazaljke se, naravno, ne mogu sresti unutar
sljedeceg sata.

Ali prosao je sat; satna kazaljke je na 1, zavrsivsi 1/12 punog kruga; minutna kazaljka
je zavrsila puni krug i ponovno je na 12 sati - 1/12 kruga iza satne kazaljke.

Sada su uvjeti sustizanja drugaciji nego prije: kazaljka za sate krece se sporije od minutne
kazaljke, ali je ispred, a minutna kazaljka mora sustiéi.

Ako bi natjecanje trajalo puni sat, tada bi u tom vremenu minutna kazaljka napravila
puni krug, a kazaljka za sate 1/12 kruga; tj. minutna kazaljka bi napravila 11/12 kruga
viSe.

Ali da bi sustigla satnu kazaljku, minutna kazaljka mora prijeci vise od kazaljke sata,
samo 1/12 kruga koji ih razdvaja.

To ne ¢e zahtijevati cijeli sat, veé razlomak 1/12 koji je manji od 11/12, tj. 11 puta.
To znaéi da ¢e se kazaljke preklopiti nakon 1/11 sata, ili 60/11 = 5 5/11 minuta.

Dakle, kazaljke ¢e se preklopiti 5 5/11 minuta nakon $to prode 1 sat, tj. u 5 5/11 minuta
poslije jedan.

Kada ¢e se sljededi susret dogoditi?

Lako je zakljuéiti da ¢ée se to dogoditi nakon 1 sat 5 5/11 minuta ili u 2 sata 10 10/11
minuta.

Sljededi je nakon jos 1 sat i 5 5/11 minuta, tj. u 3:16:04/11 i tako dalje.

Kao sto je lako vidjeti, bit ¢e ukupno 11 preklapanja; jedanaesto ¢e se odrzati 1 1/11
- 11 = 12 sati nakon prvog, tj. u 12:00 sati; drugim rije¢ima, podudara se s prvim
preklapanjem, a sljede¢a preklapanja ¢e se ponavljati u isto vrijeme.

Evo svih vremena preklapanja:
Preklapanje 1. - u 1 sat > 5 5/11 min.
Preklapanje 2. - u 2 > 10 10/11
Preklapanje 3. > - u 3 > 16 4/11
Preklapanje 4. > -u 4 > 21 9/11
Preklapanje 5. > - u 5 > 27 3/11
Preklapanje 6. > - u 6 > 32 8/11
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Preklapanje 7. > - u 7 > 38 2/11

Preklapanje 8. > - u 8 > 43 7/11

Preklapanje 9. > - u 9 > 49 1/11

Preklapanje 10. > - u 10 > 54 6/11

Preklapanje 11. > - u 12 sati.

RjesSenje problema br. 15.2. Ovaj se problem rjesava vrlo sli¢no prethodnom.
Poc&nimo ponovno u 12 sati kada se obje kazaljke preklapaju.

Moramo izra¢unati koliko ¢e vremena trebati da minutna kazaljka prestigne satnu
kazaljku za toc¢no pola kruga - tada ¢e obje kazaljke pokazivati u tocno suprotnim
smjerovima.

Veé znamo (vidi prethodni problem) da tijekom punog sata minutna kazaljka prestize
satnu kazaljku za 11/12 punog kruga; da bi je prestigla za samo 1/2 kruga, trebat ¢e
manje vremena od punog sata - manje vremena za isti faktor za koji je 1/2 manje od
11/12, tj. trebat ¢e samo 6/11 sata.

To znadi da se nakon 12 sati kazaljke prvi put poravnaju jedna s drugom nakon 6/11
sata, ili 32 8/11 minuta.

Pogledajte sat na 32 8/11 i vidjet ¢ete da kazaljke pokazuju u suprotnim smjerovima.
Je li ovo jedini put kada su kazaljke postavljene na ovaj na¢in?

Naravno da ne.

Kazaljke dosezu ovaj polozaj 32 8/11 minuta nakon svakog sastanka.

A veé znamo da postoji 11 sastanaka u razdoblju od dvanaest sati; stoga su kazaljke
postavljene drugacije, takoder 11 puta u razdoblju od dvanaest sati.

Pronalazenje ovih trenutaka je jednostavno:

12 sati + 32 8/11 minuta = 12 sati 32 8/11 minuta

1 sat 5 5/11 minuta + 32 8/11 minuta = 1 sat 38 2/11 minuta

2 sata 10 10/11 minuta + 32 8/11 minuta = 2 sata 43 7/11 minuta

3 sata 16 4/11 minuta + 32 8/11 minuta = 3 sata 49 1/11 minuta, itd.
Prepustam vama da izracunate preostale trenutke.

RjesSenje problema br. 15.3. Ako po¢nemo gledati kazaljke to¢no u 12 sati, ne ¢emo
primijetiti zeljeni polozaj tijekom prvog sata.

Zasto?
Zato §to se kazaljka sata pomice dvanaest puta sporije od minutne kazaljke, pa za isti

pomak minutne kazaljke prijede samo 1/12 tog kuta.

Bez obzira na kut za koji se minutna kazaljka pomakne od 12, kazaljka sata pomaknut
¢e se za samo 1/12 tog kuta, a ne za 1/2, koliko zahtijeva zadatak.

Ali prosao je sat; sada je minutna kazaljka na 12 sati, kazaljka sata na 1 sat, 1/12 pune
rotacije ispred minutne kazaljke.

Pogledajmo moze li se takav polozaj kazaljki dogoditi tijekom drugog sata. Pret-
postavimo da se taj trenutak dogada kada se kazaljka sata pomakne za odredeni dio
punog kruga, §to oznacavamo s x.
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Minutna kazaljka je u istom vremenu prijesla 12 puta vise, tj. 12 x. Ako od ovoga
oduzmemo jednu punu rotaciju, tada ostatak, 12 x - 1, mora biti dvostruko veéi od x,
tj. jednak 2 x.

Dakle, vidimo da je 12 x - 1 = 2 x, §to implicira da je jedna puna rotacija jednaka 10 x
(zapravo: 12 x - 10 x = 2 x). Ali ako je 10 x = jedna puna rotacija, tada je jedan x =
1/10 rotacije.

Evo rjesenja: Kazaljka sata tada se pomaknula za 12/10 punog kruga od broja 12, za
Sto je potrebno 12/10 sati, odnosno 1 sat i 12 minuta.

Minutna kazaljka tada ¢e biti dvostruko dalje od broja 12, tj. 1/5 okretaja; to odgovara
60/5 = 12 minuta, kako bi i trebalo biti.

Pronasli smo jedno rjesenje problema.

Ali postoje i drugi: tijekom dvanaest sati, kazaljke se postavljaju na isti na¢in ne samo
jednom, veé nekoliko puta.

Pokusajmo pronadi preostala rjeSenja.

Da bismo to ucinili, ¢ekamo do dva sata; kazaljka za minute je na 12. satu, a kazaljka
za sate na 2. satu.

Raspravljajuéi u skladu s prethodnim korakom, dobivamo jednakost 12 x - 2 = 2 x kada
su dva cijela okretaja jednaka 10 x, a stoga je x = 1/5 cijelog okretaja.

To odgovara trenutku 12/5 = 2 sata i 24 minute.

Sljedece trenutke mozete lako izra¢unati sami. Tada ¢ete otkriti da su kazaljke postav-
ljene prema zahtjevima problema u sljede¢ih 10 trenutaka:

u 1 sat i 12 minuta.
u 2 sata > 24 >

u 3 sata > 36 >

u 4 sata > 48 >

u 6 sati

u 7 sati > 12 >

u 8 sati > 24 >

u 9 sati > 36 >

u 10 sati > 48 >
u 12 sati.

Odgovori "u 6 sati” i "u 12 sati” mogu se Ciniti netoénima - ali samo na prvi pogled.

Doista, u 6 sati, kazaljka za sate je na 6 sati, a kazaljka za minute je na 12 sati, tj. to¢no
dvostruko dalje.

U 12 sati, kazaljka za sate je na 12 sati, a kazaljka za minute, ako hocete, je na ”dvije
nule” (jer je dvostruka nula isto $to i nula); stoga, ovaj slucaj, u biti, zadovoljava prob-
lem.

RjesSenje problema br. 15.4. Nakon prethodnih objasnjenja, rjeSavanje ovog prob-
lema sad je jednostavno. Lako je vidjeti, razmisljajuéi kao i prije, da ¢e potreban polozaj
kazaljki biti odreden jednadzbom:

12x-1=x/2,
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dakle 1 = 11 1/2 x, ili x = 2/23 pune rotacije, tj. 1 1/23 sata nakon 12 sati.
Stoga ¢e u 12 14/23 sata kazaljke biti postavljene kako je potrebno.

Doista, minutna kazaljka trebala bi biti postavljena na pola puta izmedu 12 sati i 1
1/23 sata, tj. u 12/23 sata, sto je toéno 1/23 pune rotacije (kazaljka za sate ¢e zavrsiti
2/23 pune rotacije).

Drugi put, kazaljke ¢e biti postavljene kako je potrebno u trenutku odredenom iz jed-
nadzbe:

12 x-2=x/2,

gdje je 2 =11 1/2 x i x = 4/23; Zeljeni trenutak je 2 sata 5 5/23 minute.

Treéi zeljeni trenutak je 3 sata 7 19/23 minute i tako dalje.

RjesSenje problema br. 15.5. Ovaj se problem rjesava na isti nac¢in kao i prethodni.

Zamislite da su obje kazaljke bile na 12, a zatim se kazaljka sata pomaknula od 12 za
neki dio punog kruga, §to ¢emo oznaciti slovom x.

Tijekom istog vremena minutna se kazaljka pomaknula za 12x. Ako nije proslo vise od
jednog sata, tada, prema uvjetu zadatka, minutna kazaljka mora biti udaljena od broja
12 za isti iznos za koji se kazaljka sata pomaknula od broja 12. Stoga vrijedi:

1-12x=x.

Odakle je 1 = 13-x (jer je 13-x - 12:x = x). Stoga je x = 1/13 punog kruga. Kazaljka
sata zavrsi ovaj dio okretaja za 12/13 sati, tj. pokazuje na 55 5/13 minuta nakon prvog
sata.

U meduvremenu je minutna kazaljka presla 12 puta veéu udaljenost, tj. 12/13 punog
okreta; obje kazaljke, kao Sto vidite, jednako su udaljene od broja 12, a time i jednako
udaljene od 6. sata na suprotnim stranama.

Pronasli smo jedan polozaj kazaljki - onaj koji se javlja tijekom prvog sata.

Tijekom drugog sata, slican polozaj ¢e se ponovno pojaviti; nalazimo ga rasudivanjem
u skladu s prethodnom jednadzbom:

1-(12x-1)=xili2-12x = x,
odakle je 2 = 13 x (jer je 13 x - 12 x = x), i stoga je x = 2/13 punog okreta.
Kazaljke ée biti u ovom polozajuu 1 11/13 sata, tj. u 50 10/13 minuta nakon sekunde.

Treéi put kazaljke ¢e dosegnuti trazeni polozaj kada se kazaljka sata udalji od broja 12
za 3/13 punog kruga, odnosno u 2 sata i 46 2/13 minuta, i tako dalje.

Ukupno postoji 11 takvih polozaja. Nakon 6 sati kazaljke zamjenjuju mjesta: kazaljka
sata zauzima polozaje koje je prethodno zauzimala minutna kazaljka, a minutna kazaljka
zauzima polozaje kazaljke sata.

RjesSenje problema br. 15.6. Uobic¢ajeni odgovor je ”7 sekundi”.
Ali, kao Sto ¢emo uskoro vidjeti, ovaj odgovor je netocan.

Kada sat otkuca tri, postoje dva vremenska razmaka:

1) izmedu prvog i drugog otkucaja;

2) izmedu drugog i treceg otkucaja.

Oba intervala traju 3 sekunde; stoga svaki vremenski razmak traje upola krace - to¢no
1 1/2 sekunde.
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Kada sat otkuca sedam, postoji Sest takvih intervala.
Sest takvih razmaka po jednu i pol sekundu jednako je 9 sekundi.
Potrebno je 9 sekundi da otkuca sedam puta.

RjeSenje problema br. 15.7. Sunce, u svom prividnom dnevnom gibanju, opisuje
puni krug za 24 sata - odnosno u istom vremenu u kojem kazaljka spomenutog stranog
sata napravi puni krug.

Stoga, ako je u podne, tj. u 12 sati, broj¢anik dzepnog sata postavljen tako da kazaljka
pokazuje prema Suncu, ta ¢e kazaljka, prateéi prividno gibanje Sunca, neprestano
pokazivati prema njemu.

To dovodi do jednostavnog nacina koristenja sata (naravno, samo tijekom dana i po
vedrom vremenu) za odredivanje smjera prema kojem se Sunce nalazi u podne, odnosno
smjera prema jugu.

Da biste to ucinili, jednostavno postavite brojcanik tako da kazaljka pokazuje prema
Suncu. Tada ¢e smjer prema broju 12 pokazivati smjer u kojem se Sunce nalazilo u
podne, odnosno prema jugu.

RjesSenje problema br. 15.8. Kazaljka obi¢nog sata napravi puni krug za 12 sati, a
ne za 24 sata. To znaci da se krec¢e dvostruko brze od prividnog gibanja Sunca po nebu.

Iz toga je lako shvatiti (vidi prethodni problem) kako pomocéu obi¢nog dzepnog sata

i,

s
//
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Postavite sat tako da kazaljka pokazuje prema Suncu i prepolovite kut izmedu kazaljke
i smjera prema broju 12.

Simetrala tog kuta pokazat ¢e smjer prema jugu, odnosno smjer u kojem se Sunce nalazi
u podne.

RjesSenje problema br. 15.9. Veéina ljudi, kao odgovor na na$ problem, crta:

6 ili 9, ili: VI ili IA.

To pokazuje da neSto mozete vidjeti sto tisuca puta, a ipak to ne prepoznati.
Cinjenica je da obi¢no nema broja Sest na brojcaniku (muskog sata) jer njegovo mjesto
zauzima sekundni brojcanik.

RjesSenje problema br. 15.10. Tajanstveni prekidi u otkucavanju sata uzrokovani su
jednostavno slusnim umorom.

Na$ sluh, kada je umoran, postaje tup na nekoliko sekundi - i tijekom tih intervala
ne cujemo otkucavanje. Nakon kratkog vremena, umor popusta i naSa prethodna os-
jetljivost se vraca, pa ponovno ¢ujemo sat.

Zatim se ponovno pojavljuje slugni umor i tako dalje.
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16.1. Casa graska

Mnogo ste puta drzali grasak u rukama, a jednako ste Cesto rukovali i ¢asom.
Obje veli¢ine bi vam stoga trebale biti poznate.

Sada zamislite ¢asu napunjenu do vrha graskom i zamislite sav taj grasak poslozen u
jednom redu, zrno do zrna.

Mislite li da je red duzi ili kra¢i od stola za veteru?

16.2. LiSée drveéa

Kad biste ubrali sve listove sa starog stabla - recimo, lipe - i poslagali ih u red, bez
praznina, kolika bi, otprilike, bila duljina tog reda?

Bi 1i bilo moguce, primjerice, okruziti njima veliku kuéu?

16.3. Milijun koraka

Vi, naravno, vrlo dobro znate §to je milijun i imate jednako dobru predodzbu o duljini
svog koraka.

A buduéi da znate oboje, ne ¢e vam biti teSko odgovoriti na pitanje: koliki biste put
presli hodajuéi, kad biste napravili milijun koraka?

Vise od 10 kilometara ili manje?

16.4. Kvadratni metar

Poznavao sam skolarca koji, kad je prvi put ¢uo da u kvadratnom metru ima milijun
kvadratnih milimetara, nije htio vjerovati.

Nijedno objasnjenje nije bilo uvjerljivo.
”(Odakle ih toliko?” pitao se. ”Ovdje imam list milimetarskog papira, toé¢no metar dug

i sirok. Moze li u ovom kvadratu stvarno biti milijun milimetarskih kvadrata? Nikad ne
¢u vjerovati.”

”Prebroj ih ti”, savjetovali su mu.
"I hoéu! Imat ¢u malo slobodnog vremena u nedjelju i pozabavit ¢u se time.”

U nedjelju je rano ustao i odmah poc¢eo brojati, pazljivo oznacavajuci kvadrate koje je
brojao tockicama.

Svake sekunde, nova tockica se pojavljivala pod vrhom njegove olovke; radio je marljivo
i posao je brzo napredovao.
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Ali je li se tog dana uvjerio da kvadratni metar doista sadrzi milijun milimetarskih
kvadratic¢a?

16.5. Kubni metar

U jednoj skoli, ucitelj je pitao: Koliko bi bio visok stup ako bi se sve milimetarske kockice
sadrzane u kubnom metru slozile jedna na drugu?

"Bio bi visi od Eiffelovog tornja (300 metara)!” uzviknuo je jedan uc¢enik.
»Cak visi od Mont Blanca (5 km),” odgovorio je drugi.

Tko je vige pogrijesio?

16.6. Kubni kilometar

Zamislite kocku ¢iji je brid dug jedan kilometar.

Koliko bi takvih kutija bilo potrebno, kada bi sve ljude koji zive na svijetu slagali jednog
do drugoga?

Uzmite u obzir da svijetska populacija broji 1800000000 ljudi® i da jedan kubni metar
moze u prosjeku primiti pet ljudskih tijela.

16.7. Kosa

Ljudska dlaka je vrlo tanka: debela je problizno 20. dio milimetra.
Ali kad bi dlaka bila milijun puta deblja, koliko bi otprilike bila Siroka?

Jedan od mojih prijatelja, kojem sam postavio ovo pitanje, odgovorio je da bi dlaka
tada bila deblja od sobne peéi; drugi je tvrdio da bi dlaka bila Siroka kao cijela soba.

Obojica su, naravno, bili u krivu - ali tko je viSe pogrijesio?

16.8. Koliko portreta?

Nacrtajte portret na mapi i izrezite ga na trake, kao Sto je prikazano na nasem dijagramu
- recimo, devet traka.

Ako znate barem malo crtati, ne ¢e vam biti tesko nacrtati viSe slicnih traka koje
prikazuju razlicite dijelove lica - ali na takav nacin da se svake dvije susjedne trake, ¢ak
i one koje pripadaju razli¢itim portretima, mogu postaviti jedna do druge bez prekida
kontinuiteta linija.

Ako pripremite, primjerice, ¢etiri trake za svaki dio lica?, imat ¢ete 28 traka, od kojih,
slaganjem devet odjednom, mozete stvoriti razne portrete.

1Broj stanovnika iz izvornika knjige.
2Najprakticnije ih je zalijepiti na cetiri stranice kvadratnog bloka.



16. Neocekivani izracuni 117

g

U trgovinama koje su nekad prodavale gotove setove takvih traka (ili 8ipki) za slaganje
portreta, prodavaci su uvjeravali kupce da od 36 traka mogu stvoriti tisu¢u razlicitih
lica.

Je 1i to istina?

16.9. Francuska brava

Tako je francuska brava poznata svima, malo tko zna njezinu strukturu.
Stoga se Cesto ¢uju sumnje u postojanje toliko razli¢itih francuskih brava i kljuceva.

Medutim, dovoljno je upoznati se s genijalnim mehanizmom ovih brava da bismo vidjeli
da mogu biti dovoljno raznolike.

Slika prikazuje francusku bravu kako je vidimo sprijeda (usput, naziv ”francuska” je
potpuno netocan, buduéi da su ove brave nastale u Americi, a njihov izumitelj bio je
Amerikanac po imenu Yale - zato sve takve brave i kljuc¢evi nose natpis ” Yale”). Vidite
mali krug oko kljucanice: to je baza grebena, koji prolazi kroz cijelu bravu.

Zadatak otvaranja brave je okrenuti ovaj greben - ali u tome lezi cijela poteskoca.

Greben se drzi u odredenom polozaju s pet kratkih celi¢nih Sipki kao sto je prikazano
na slici.

Svaka sipka je u nekom trenutku prepolovljena i samo ako su Sipke postavljene tako da
su svi rezovi u ravnini s grebenom, moze se okrenuti.
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Ovaj nuzni raspored daje sipkama klju¢ s odgovarajuéim izbo¢inama na rubu: jednos-
tavnim umetanjem Sipke zauzimaju specifican i jedinstven polozaj potreban za otvaranje
brave.

Sada je lako razumjeti da broj razlicitih brava ove vrste doista moze biti prili¢no velik.

To ovisi o tome na koliko se nacina svaka Sipka moze prepoloviti; taj broj, naravno, nije
beskonacan, s obzirom na ograni¢enu visinu zubaca kljuca.

Pretpostavimo da se svaka Sipka moze prepoloviti na dva dijela na 10 razli¢itih nacina i
pokusajte izracunati koliko se razli¢itih francuskih brava moze napraviti pod tim uvje-
tom.

16.10. Skromna nagrada

Problem koji ¢u vam predstaviti nije nov, zapravo, vrlo je star.
Dobro je poznat, ali upravo zato sam ga ukljuc¢io u ovu zbirku zagonetki.

Uostalom, moja knjiga nije namijenjena onima koji ve¢ znaju sve §to je opéepoznato,
ve¢ onima koji to tek trebaju nauciti.

Dakle, dopustite mi da vam sada ispricam drevnu legendu o nagradi koju je drevni
mudrac Seth trazio od hinduisti¢kog vladara Sherama za izum Saha.

Mudrac je trazio da bude nagraden za izum Sahovske ploce tako $to ¢e mu dati samo
jedno zrno psenice za prvo polje, dva za drugo, Cetiri za trece, osam za Cetvrto i tako
dalje, udvostruc¢ujuéi nagradu za svako sljedece polje, sve dok svih 64 polja ploce nije
placeno.

Sto se tice ahovskih figura, mudrac nije trazio nikakvu nagradu za njih.

Vladar se zadivio takvom skromnos$éu i otpustio mudraca, naredivsi da mu se odmah
isplate potrebna zrna.

Kad je, neko vrijeme kasnije, vladar upitao je li njegova naredba to¢no izvrsena, zbunjeno
mu je re¢eno da se trazena nagrada ne moze isplatiti.

" Zasto?” upitao je vladar.

7 Zasto?” pitat ¢emo citatelja.

16.11. RjeSenja zadataka od 16.1. - 16.10.

RjeSenje problema br. 16.1. Red graska bio bi puno duzi od stola.
Promjer graska je otprilike 1/2 do 1/3 centimetra.

Ako se drzimo potonje dimenzije, tada kocka s rubom od 1 centimetra mora primiti
najmanje 2 - 2 - 2 = 8 gragka®; stoga, u ¢asi kapaciteta 200 kubi¢nih centimetara, broj
graSka mora biti najmanje 1600.

Slazuéi ih u jedan red, dobivamo duljinu od 1/2 - 1600 = 800 centimetara, ili 8 metara.
To je 4 hvata - udaljenost puno duza od bilo kojeg stola.

3To je broj zrna graska koji stanu u kubni centimetar kada su labavo zbijeni; s guséim zbijenim
prostorom, gdje je jedno zrno graska djelomi¢no smjeSteno u prostor izmedu susjednih zrna, trebalo bi
stati viSe zrna.
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Ako pretpostavimo veli¢inu graska od 1/3 centimetra, tada u kocki centimetar moze
primiti barem 3 - 3 - 3 = 27 njih, a ¢asa moze primiti barem 27 - 200 = 5400.

Duljina reda od 5400 takvih grasaka je 1/3 - 5400 = 1800 centimetara, ili 18 metara -
¢ak i vise nego u slucaju velikog graska.

RjesSenje problema br. 16.2. Ne samo kuca, ve¢ ¢ak i provincijski grad mogao bi biti
okruzen redom lis¢a s jednog stabla, jer bi se takav red protezao oko deset miljal

Doista, staro stablo ima najmanje 200 000-300 000 listova.

Cak i ako se zaustavimo na 250 000 i smatramo da je svaki list §irok 5 centimetara, red
bi bio dug 1250000 centimetara, odnosno 12 500 metara, odnosno 12,5 kilometara.

RjesSenje problema br. 16.3. Milijun koraka je puno vise od 10 kilometara, ¢ak i vise
od 100 kilometara.

Ako je korak dug otprilike 3/4 metra, tada je 1000 000 koraka = 750 kilometara.

Buduéi da je Moskva udaljena samo 640 kilometara od Lenjingrada, milijun koraka
odvelo bi vas 750 kilometara daleko, dakle dalje od Lenjingrada.

RjesSenje problema br. 16.4. Ucenik to nije mogao provjeriti istog dana, jer, ¢ak i
da je radio danonoé¢no bez pauze, ne bi izbrojao ni desetinu svih kvadrata.

Doista, dan ima 24 - 60 - 60 = 86 400 sekundi, a kvadratni metar ima 1 000 000 kvadratnih
milimetara.

Trebalo bi vise od 11 dana neprekidnog rada da bi se izravnim brojanjem provjerilo
sadrzi li kvadratni metar doista milijun milimetarskih kvadrata.

Kad bi brojao deset sati dnevno, sli¢na provjera bi trajala oko mjesec dana.

Malo tko bi imao strpljenja posti¢i takav podvig izra¢una?.

RjeSenje problema br. 16.5. Oba odgovora su daleko od istine, jer bi slozeni stup
bio sto puta visi od najvise planine na Zemlji.
Doista, kubni metar je 1000 - 1000 - 1000, tj. milijardu kubi¢nih milimetara.

Slozeni jedan na drugi, tvorili bi stup visok 1 000 000 000 milimetara, ili 1 000 000 metara,
ili 1000 kilometara!

Rjesenje problema br. 16.6. U jednu kutiju zadanih dimenzija mogli bi posloziti
puno vise ljudi nego sto ih ima na Zemlji, i to tri puta!

Lako je izratunati da ako 5 ljudi zauzima volumen od 1 kubnog metra, tada bi
1800000000 ljudi zauzimalo 360 milijuna kubnih metara - a u kubnom kilometru ima
1000 milijuna kubnih metara.

RjeSenje problema br. 16.7. Kosa, kad bi bila milijun puta deblja, premagila bi
Sirinu ne samo bilo koje peéi ili sobe, ve¢ i gotovo svake zgrade, jer bi joj promjer bio
50 metara!

Doista mnozenjem Sirine dlake (0,05 mm) s 1000000 dobit cemo 50000 mm ili 50
metara.

Usput, to je Sirina koju bi imala svaka tocka tipografskog tipa ove knjige kad bi joj se
promjer povetao milijun puta.

Nadalje svako slovo, s takvim poveéanjem, bilo bi visoko vise od dvije milje!

4Medutim, prije pola stoljeca, slican zadatak je izvrsio ucitelj crtanja u Engleskoj: pazljivo je postavio
milijun toc¢aka u debelu biljeznicu, tisuéu na svaku stranicu.
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Ovi neocekivani rezultati pokazuju da na$ koncept milijuna nije ni blizu tako jasan kao
§to obi¢tno mislimo.

RjesSenje problema br. 16.8. Broj portreta je znatno veéi od tisucu.

Mogu se prebrojati na sljedeé¢i naéin.

Oznacimo devet dijelova portreta rimskim brojevima I, II, III, IV, V, VI, VII, VIII i
IX; za svaki dio postoje ¢etiri trake koje numeriramo arapskim brojevima 1, 2, 3, 4.
Uzmimo traku I, 1. Na nju mozemo pric¢vrstiti trake II, 1; II, 2; II, 3; II, 4.

Stoga su moguce ukupno ¢etiri kombinacije.

Ali buduéi da se dio I glave moze predstaviti s cetiri trake (I, 1; I, 2; I, 3; 1, 4), a svaka
od njih moze se spojiti s dijelom II na cetiri razli¢ita nacina, dva gornja dijela glave, I
i I, mogu se spojiti na 4 - 4 = 16 razli¢itih nacina.

Svakom od ovih 16 rasporeda, dio III moze se spojiti na ¢etiri nac¢ina (III, 1; III, 2; III,

3; III, 4), stoga se prva tri dijela fizionomije mogu sastaviti na 16 - 4 = 64 razlicita
nacina.

Sliéno tome, saznajemo da se dijelovi I, II, IIT i IV mogu sloziti na 64 - 4 = 256 razlicitih
nacina; dijelovi I, II, III, IV i V - na 1024 nacina; dijelovi I, II, III, IV, V i VI - na 4096
nacina i tako dalje; konac¢no, svih devet dijelova portreta moze se kombinirati na 4 - 4 -
4-4-4-4-4-4-4, tj. na 262 144 nacina.

Dakle, od nasih 9 blokova moguée je sastaviti ne 1000, veé¢ vise od Cetvrt milijuna
razli¢itih portreta!

Problem je priliéno poucan: objasnjava zasto su dvije identi¢ne ljudske fizionomije tako
rijetke.

Cak je i Vladimir Monomah u svojim ”Uputama” izrazio ¢udenje kako, s obzirom na
ogroman broj ljudi na svijetu, svaki ima svoje jedinstveno lice.

Ali sada smo vidjeli da ako bi ljudsko lice bilo karakterizirano samo s devet crta, od
kojih svaka dopusta samo Cetiri varijacije, moglo bi postojati vise od 260 000 razlicitih
lica.

U stvarnosti, medutim, postoji daleko vige od devet karakteristi¢nih crta ljudskog lica,
a one se mogu razlikovati na vise od Cetiri nacina.

Ako imamo 20 osobina - 10 moguénosti, to je:
1029 = 100 000 000 000 000 000 000
Dobiveni broj je mnogo puta veéi od broja ljudi na cijelom svijetu (1800000 000).

RjesSenje problema br. 16.9. Koristedi isto razmisljanje kao i u prethodnom prob-
lemu, lako je izrac¢unati da je broj razli¢itih brava 10 - 10 - 10 - 10 - 10 = 100 000.

Svaka od ovih 100 000 brava ima jedinstveni klju¢ - jedini koji je moze otvoriti.

Postojanje 100 000 razlic¢itih brava i klju¢eva, naravno, pruza dovoljnu sigurnost vlasniku
brave, buduéi da netko tko Zeli provaliti u sobu koristeé¢i odabrani klju¢ ima samo 1
prema 100 000 8anse da pronade odgovarajuéi kljuc.

Na§ izracun je samo priblizan: izracunat je pod pretpostavkom da se svaka igla brave
moze podijeliti na dva dijela na samo 10 nacina.

U stvarnosti, to se vjerojatno moze u¢initi na mnogo vise nacina, u kojem bi se slucaju
broj razli¢itih brava znacajno povecao.
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RjesSenje problema br. 16.10. ”Skromna nagrada”, nije se mogla isplatiti jer ne samo
u Indiji, veé¢ u cijelom svijetu tolika koli¢ina zrna ne postoji!

Izracun potrebne koli¢ine zrna je tezak zadatak.

Zapravo, zahtijeva zbrajanje niza brojeva: 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 128 + itd.
Ovdje je navedeno samo prvih 8 brojeva.

Ali jos ih je ostalo 56.

Da bi se pronasao posljednji, 64. broj, potrebno je pomnoziti 2 sa samim sobom 62 puta.

Hindusi, koji jos nisu poznavali logaritme, koji skra¢uju takve izra¢une, morali su izvesti
ovo mnozenje primjenjujuci obi¢ne aritmeticke tehnike pri ¢emu je na samo prvih 8
brojeva pokazano da ovaj izrac¢un je zamoran.

Istina, mogli biste si olaksati posao i ustedjeti puno vremena dijeljenjem nasih 63 faktora
u skupine od po 7 dvojki.

Tada biste morali pomnoziti "samo” 9 faktora, svaki jednak 128 - ili, ako vige volite,
”samo” tri faktora, svaki jednak (128 - 128 - 128).

Ali u stvarnosti biste vidjeli da su rije¢i "samo” u navodnicima s razlogom, jer ima
jos puno racunanja. A ovo je samo posljednji, 64. ¢lan; takoder biste trebali znati svih
prethodnih 63 ¢lana, a zatim ih sve zbrojiti ...

Za one koji poznaju algebru i upoznati su s logaritmima i progresijama, izvodenje ovog
izrac¢una - dodusSe samo priblizno - ne bi predstavljalo nikakav problem.

Buduéi da ne mogu pretpostaviti da ¢itatelji ove knjige imaju takvo znanje algebre, a
s druge strane, ne namjeravam ih podvrgnuti satima izra¢una, ukazat ¢u na jednosta-
van nacin da se barem okvirno stekne predodzba o pravoj velic¢ini ”skromne nagrade”
hinduistickog mudraca.

Nastavljajudi niz 2, 4, 8, 16, 32, 64, itd. do 10. ¢lana, dobivamo 1024.

Budu¢i da pokusavamo samo priblizno odrediti veli¢inu posljednjeg ¢lana, dopusteno je
izostaviti 24 jedinice u 1024 kako bismo dobili okrugli broj 1000.

Ako prvih deset dvojki, kada se pomnoze, daju priblizno 1000, tada ¢e se isti iznos dobiti
mnoZenjem sljedec¢ih 10 dvojki, kao i daljnjih grupa od 10 dvojki.

Imamo ukupno 63 faktora broja dva, tj. Sest grupa od 10 i sedmu grupu od tri dvojke.

To znac¢i da bi broj zrna koji pripadaju izumitelju za posljednje, 64. polje Sahovske
ploce trebao biti priblizno jednak 1000 - 1000 - 1000 - 1000 - 1000 - 1000 (2 - 2 - 2) =
8 000000 000 000 000 000.

Osam trilijuna zrna - to je priblizna vrijednost posljednjeg ¢lana!

Kako bismo izrac¢unali (priblizno) cijeli zbroj, obratimo pozornost na pou¢nu znacajku
niza 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 itd.

Lako je vidjeti da je svaki broj u njemu jednak zbroju svih prethodnih, uve¢anom za 1.
Primjerice: 8 = (14+2+4)+1; 16 = (14+24+448)+1; 32 = (1+2+44+8+16)+1.

Jasno je da je posljednji, 64. broj u ovom nizu takoder jednak zbroju 63 prethodna plus
1.

Ali veé¢ znamo da je ovaj posljednji broj jednak (otprilike) 8 trilijuna.

Stoga je zbroj svih prethodnih brojeva takoder priblizno jednak 8 trili-
juna, a ukupan broj zrna pSenice koji pripada izumitelju priblizno je jednak
1600 000 000 000 000 000 000.
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Medutim, ovaj rezultat je svakako manji od stvarne vrijednosti - zapamtite da smo u
svakom od 6 mnozitelja izostavili 24 jedinice (koriste¢i to¢no 1000 umjesto 1024).

Tocan izracun bi dao rezultat 264 — 1 = 18446 744073709551 515.

Kako biste lakse shvatili veli¢inu ovog broja, imajte na umu da kubni metar (ba¢va od
80 kanti) sadrzi 15 milijuna zrna pSenice.

”Skromna nagrada” dakle je morala zauzimati volumen od priblizno 120 000 000 000 000
kubiénih metara.

To je 12000 kubiénih kilometara!
Dalje.
Povrsina Zemlje - svi njezini kontinenti i oceani - iznosi 500 milijardi ¢etvornih metara.

Stoga, ako bi se nas broj zrna rasprsio u ravnomjernom sloju po cijelom svijetu, taj bi
sloj bio debeo 1,2-10'2:5-10""' =2,4m

Ako bi se cijeli globus pretvorio u neprekidno polje psenice (Sto bi zahtijevalo isusivanje
oceana, topljenje polarnih ledenih kapa i navodnjavanje svih pustinja), cijela zetva bi
otisla kao nagrada izumitelju 8aha.

Zaklju¢no, pozivam Citatelja da sam izracuna duljinu zrna ako bi se sva ta zrna poredala
u jednom redu.

Za svaki slucaj, reé¢i ¢u vam da je udaljenost od Zemlje do Sunca 150 000 000 kilometara
- iako ne mislim da biste morali ostati unutar Sunéevog sustava s takvim lancem zrna.



17. Kristalna putovanja i kontinuirano
crtanje

- Sto vas toliko intrigira s ovom muhom na kristalu?
- Njeno ¢udno ponasanje: iskreno, hoda po kristalu, priliéno sustavno.

- Gle, uvijek se lijepi za bridove, a ne hoda po stranama. Zasto bi htjela hodati po
bridovima kada u blizini ima mnogo ravnih mjesta?

Cini mi se prili¢no jednostavnim. Kako su strane ovog kristala zalijepljene?

- Sumnjate da u ljepilu ima nesto slatko §to privlaéi muhu? Cini se da; ona stvarno lize
rubove kristala svojim rilom. Zato se polako i sustavno kreée s jednog ruba na drugi!

- I istovremeno, u praksi, rjesava zanimljiv problem: prolazak kroz cijeli poliedar duz
njegovih rubova bez dva posjeta bilo kojem rubu.

- Je li to uopée moguce?

- U ovom sluc¢aju, to je savrseno moguce: uostalom, ovaj kristal je oktaedar.
”Da, oktaedar. Koja je onda razlika?”

”Ima cetiri brida koji se susre¢u u svakom vrhu.”

?Naravno. Ali kako se to odnosi na na§ problem?”

”Ima izravnu vezu. Problem prolaska kroz sve bridove poliedra, i to ne vise od jednom,

rjesiv je samo za one poliedre u kojima se u svakom vrhu susreée paran broj bridova.”
Hous APAAIAAAABAEAARAAMMAAANAATE
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Muha na kristalu
- O, stvarno! Nisam to znao. Zagto?

- Zasto paran broj bridova mora konvergirati u svakom vrhu? Vrlo je jednostavno.
Morate u svaki vrh uéi i iz njega izaéi, Sto znaci da bridovi kojima prolazite moraju
dolaziti u parovima,
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Ako, nastavljajuci putovanje kroz kristal, stignete do istog vrha drugi put, tj. ako treci
brid vodi do njega, tada mora postojatii ¢etvrti brid, tako da mozete napustiti taj vrh
i ne zavrsiti u slijepoj ulici.

Drugim rije¢ima, broj bridova koji se sastaju u svakom vrhu mora biti uparen, tj. paran.
Ako barem jedan vrh poliedra ima neparan broj bridova koji se susre¢u prema njemu,
tada mozete doc¢i do tog vrha, iscrpivsi sve uparene bridove koji vode do njega, naravno,
do posljednjeg neiskoristenog brida, ali viSe ne ¢ete modéi napustiti ovaj vrh: putovanje
¢e neizbjezno ovdje zavrsiti.

” Ali mozda uopcée ne ¢u koristiti ovaj rub, buduéi da o¢ito vodi u slijepu ulicu!”
”Tada ne biste ispunili drugi uvjet nasSeg putovanja: proéi sve rubove bez iznimke.”

” Oprostite: ali moglo bi se dogoditi da je ovaj rub posljednji i jedini koji tek treba prodi.
Tada ga uopée ne treba napustati: to ¢e biti konac¢no odrediste putovanja.”

” Apsolutno to¢no. A ako bi lik imao samo jedan “neparni” vrh, tada biste morali
odabrati rutu tako da taj vrh bude posljednja faza - tada biste uspjesno rijesili problem.
Ili biste mogli poceti od ovog vrha - tada se ne biste morali vracati na njega. Trebao
bih samo dodati da lik s jednim ”neparnim” vrhom ne moze postojati: mora postojati
paran broj takvih vrhova - dva, ¢etiri, Sest i tako dalje.”

”Zasto je to tako?”

”Uzmite u obzir da svaki brid spaja dva vrha. A ako bilo koji vrh ima nespareni brid,
tada taj brid mora granic¢iti s nekim susjednim vrhom i tamo takoder biti nespareni
brid.”

”Ali 8to ako je susjedni vrh takoder neparan bez tog brida? Tada ga novi brid ¢ini
"parnim”, a nas "neparni” vrh ostaje sam.”

To ne moze biti. Ako se, bez naSeg brida, neparan broj bridova susreé¢e u susjednom
vrhu, tada je jedan od njegovih bridova, onaj koji ostaje izvan para, spojen sa sljede¢im
vrhom i stoga ¢e se "neparni” vrh kasnije pronadi, ali ¢e i dalje postojati.

Vidite da ako lik ima jedan ”neparan” vrh, tada mora postojatii drugi. Broj ”neparnih”
vrhova ne moze biti neparan.

Objasnit ¢u to na drugi, mozda jednostavniji nac¢in. Pretpostavimo da zelite prebrojati
koliko bridova ima neka figura. Brojite bridove koji se susre¢u u jednom vrhu, zbrajate
bridove koji se susre¢u u drugom, zatim u tre¢em i tako dalje. Kad sve to zbrojite, sto
dobijete?

"Figura ima dvostruko vise bridova, jer je svaki brid prebrojan dva puta: uostalom,
svaki brid spaja dva vrha.”

”Upravo tako. Dobit éete dvostruko vise bridova. A ako pretpostavimo da jedan od
vrhova ima neparan broj bridova koji se susrecu, a svi ostali imaju paran broj, tada ¢e
rezultat zbrajanja naravno biti neparan broj. Ali moze li udvostruceni cijeli broj biti
neparan?”

”"Naravno da ne. Sada mi je savrSeno jasno da svaka figura mora imati dva, cetiri -
zapravo, paran broj - neparnih vrhova. Ipak, mislim da je moguée proé¢i kroz kristal s
dva neparna vrha. Recimo da imamo figuru s dva neparna vrha. Sto nas sprjecava da
zapocénemo putovanje toéno u jednoj od tih tocaka, a zavrsimo u drugoj? Tada nema
potrebe vracati se na prvu ili napustati posljednju. Putovanje ¢e biti zavrseno u skladu
sa svim potrebnim uvjetima.”
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- To¢no! To je tajna uspjesnog dovretka takvih putovanja, ili - §to je u sustini isto -
pravilo crtanja figura jednim potezom olovke. Ako trebate nacrtati figuru kontinuiranim
kretanjem - bilo u ravnini ili u prostoru - prvo pazljivo pregledajte figuru i utvrdite ima
li "neparne” vrhove, tj. vrhove koji imaju neparan broj linija.

Ako figura ima vise od dva takva vrha, problem je nerjesiv. Ako ih ima samo dva, tada
morate poceti crtati od jedne "neparne” tocke i zavr8iti na drugoj. Ako uopée nema
"neparnih” vrhova, tada mozete poceti crtati od bilo kojeg vrha i uvijek éete pronadi
nacin da dovrsite cijelu figuru, vracajuéi se na pocetnu tocku.

U kojem smjeru pomicete olovku u ovom sluc¢aju nije vazno. Samo trebate paziti da
ne crtate liniju do vrha od kojeg nema daljnjeg puta, tj. pokusajte ne zatvoriti figure
prerano.

Evo primjera: lik u obliku slova ¢ (v. sl.). Moze li se nacrtati jednim potezom olovke?

Ima samo dva "neparna” vrha, krajeve Stapi¢a. To znaci da se moze nacrtati samo
jednim potezom pera.

Ali kako?

- Morate poceti na jednom kraju Stapica i zavrsiti na drugom, ovako (v. sl.).

|

- Kao dijete, mucio sam se pokusavajuéi nacrtati cetverokut s dvije dijagonale (v. sl.)
samo jednim potezom olovke. Nisam mogao.

I nije ni ¢udo: uostalom, ima ¢etiri neparna vrha - kutove ¢etverokuta.

Besmisleno je ¢ak i zbunjivati se ovim problemom: nerjesiv je. - A §to je s ovom figurom

(v.sl)?
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Takoder se ne moze nacrtati jednom neprekidnom linijom jer ima Cetiri vrha, od kojih
)
se u svakom pet hnlJa konvergira, tJ ima Cetiri” neparna” vrha.

Medutim, lako je nacrtati figure na sljedeé¢e dvije slike: svi njihovi vrhovi su ”parni”
(rjesenje pogledajte na slici).

\ /
7

Sada prijedimo na problem koji nasa muha pokusSava rijesiti: pro¢i preko svakog od
bridova oktaedra jednom u neprekidnom kretanju.

U svakom vrhu ove figure konvergiraju ¢etiri brida; ona uopée nema ”neparnih” vrhova.
Stoga mozete zapoceti svoje putovanje iz bilo kojeg vrha i vratiti se na pocetnu tocku.

Na slici je prikazano jo§ jedno moguce rjesenje.
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L\

?Znas, ovo je zanimljiva vrsta zagonetke! Daj mi desetak slicnih problema, razmislit éu
o njima u slobodno vrijeme.”

17.1. Likovi No 61.-66.

Mogu li se likovi nacrtati jednom neprekidnom linijom?

Ne 61 Ne 62
Ne 63 Ne 64
a m b
d n c
Ne 65 Ne 66

17.2. Likovi No 67.-70.

Mogu li se likovi nacrtati jednom neprekidnom linijom?
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Ne 69 Ne 70

17.3. RjeSenja zadataka od 17.1. - 17.2.

Rjesenje problema br. 17.1.

Likovi na slikama oznacenim brojevima 62, 64, 65, 67, 68, 69 i 70 sigurno se mogu nacr-
tati neprekidnom linijom. Na tim slikama paran broj linija konvergira u svim tockama
presjeka, $to znaci da crtanje moze zapoceti iz bilo koje tocke.

@ i !ND )
Ne 63 Ne 64
>

X
AV

Ne 65

QO

Rjesenje zadataka: No. 61-65.

Bilo koja to¢ka moze posluziti kao pocetna tocka, a sluzit ¢e i kao zavrsna tocka.

Slika 61 sadrzi samo dvije "neparne” tocke, naime mjesta gdje drska ¢ekic¢a ulazi u glavu:
tri pravca se konvergiraju u svakoj tocki.

Stoga se lik moze nacrtati neprekidnom linijom samo ako poénemo u jednoj od
”neparnih” tocaka i zavrsimo u drugoj.
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Isto vrijedi i za sliku 63: sadrzi samo dvije "neparne” tocke, m i n: to moraju biti
pocetna i zavrsna tocka prilikom crtanja.

Slika 66 sadrzi vise od dvije "neparne” tocke i stoga ju je apsolutno nemogucée nacrtati
jednom neprekidnom linijom.

Rjesenje problema br. 17.2.
Ne 67

Ne 69 Ne 70

Rjesenje zadataka: No. 67-70.
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18. Deset razlicitih zadataka

18.1. Horizont

Cesto ¢itamo i éujemo da je jedan od uvjerljivih dokaza zemaljskog sfernog oblika za-
obljenost horizonta.

Buduéi da je linija horizonta uvijek krug, nasa Zemlja mora biti oblika kugle.

Ali razmislite o ovome: kakav bi oblik imala linija horizonta da nasa Zemlja nije kugla,
ve¢ ravnina i kad bi bila beskona¢na u svim smjerovima?

18.2. Gdje i kada?

Vjerojatno vam je poznata besmislena rima

Rano ujutro, navecer,

U podne, u zoru . ..

Nepoznati autor ovih stihova nastojao je izraziti namjernu apsurdnost i odabrao je rijeci
koje su jedna drugoj proturjecile.

Ipak ta fraza nije u potpunosti besmislena; postoje mjesta na Zemlji gdje je takva
definicija vremena u potpunosti primjenjiva i odnosi se na odredeni stvarni trenutak.

Gdje i kada se to dogada?

18.3. Ezopova visina

"Kazu da je Ezopova! glava bila dugacka 7 inca, a noge dugacke kao glava i polovica
tijela; tijelo mu je bilo jednako duljini nogu i glave.

Pitanje je, koliko je visok ovaj slavni ¢ovjek?”

18.4. Pet komada lanca

Kovac je dobio pet lanaca, svaki od po tri karike, kao $to je prikazano na slici, i zadatak
mu je bio spojiti ih u jedan lanac.

&b
S RNs
Prije nego sto je poceo raditi, kovac je razmislio koliko ¢e karika trebati otvoritii ponovno

iskovati.

1Ovaj problem je posuden iz opseznog starog ruskog udzbenika matematike Jefima Vojtjahovskog s
kraja 18. stoljeca.
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Odlucio je da ¢e morati otvoriti i ponovno iskovati cetiri karike.

Ne bi i se isti posao mogao obaviti otvaranjem manjeg broja karika?

18.5. Koristenje cCetiri petice

Izrazite broj 16 koristeéi cetiri petice, povezujuéi ih znakovima rac¢unskih operacija.

Kako to uciniti?

18.6. Tresnja

Meso tresnje okruzuje kosticu slojem iste debljine kao i sama kostica.
Pretpostavimo da su i tresnja i kostica sfernog oblika.

Mozete li mentalno izracunati koliko je puta veéi volumen mesa tre$nje od volumena
kostice?

18.7. Dinje

Dvije dinje su na rasprodaji.

Jedna, opsega 72 centimetra, kosta 40 rubalja. Druga, opsega 60 centimetara, kosta 25
rubalja.

Koja je povoljnija kupnja dinje?
18.8. Nevjerojatan cep

U dasci su izrezane tri rupe: jedna je kvadratna, druga okrugla, a treca je u obliku kriza.

Ove rupe prikazane su na naSem crtezu.

Morate napraviti ¢ep takvog oblika da odgovara svakoj od ovih rupa.
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Mozda mislite da je takav univerzalni ¢ep nemogué: rupe su previse razli¢itog oblika.
Mogu vas uvjeriti da takav ¢ep postoji.

Pokusajte ga pronadi.

18.9. Model Eiffelova tornja

Eiffelov toranj u Parizu, visok 300 metara, izraden je u cijelosti od Zeljeza i ima masu
od 8000000 kilograma

Jedan moj prijatelj ima tocan model poznatog tornja, mase samo jedan kilogram.
Koliko je visok?

Je 1i visi ili nizi od obicne ¢ase?

18.10. Muha na traci

Imao sam dugu papirnatu traku, crvenu s jedne strane i bijelu s druge.

Zalijepio sam krajeve i stavio dobivenu papirnatu petlju na stol.

Moju je pozornost privukla muha koja je sletjela na crvenu stranu trake i pocela lutati
po njoj.

Poceo sam pratiti njezino putovanje duz trake i, na svoje zaprepastenje, primijetio sam
da je nakon $to je malo lutala duz trake zavrsila na suprotnoj, bijeloj strani, iako je
cijelo vrijeme ostala na traci i nikada nije presla njezin rub.

Nastavljajuéi pratiti njezino kretanje, ubrzo sam je ponovno vidio na crvenoj strani
trake, iako sam mogao sa sigurnoséu potvrditi da nije stala niti preletjela rubove trake,
veé da je cijelo vrijeme puzala duz nje.

Mozete li objasniti kako se to moglo dogoditi?

18.11. Rjesenja zadataka od 18.1. - 18.10.

RjeSenje problema br. 18.1. Kad bi Zemlja bila savrSeno ravna, horizont bi i dalje
bio kruznica!

Doista: §to je horizont? Linija duz koje se nebeski svod naizgled susrece sa Zemljom.
Ali nebeski svod je oblikovan poput kugle.

Kojom drugom linijom bi kugla mogla sije¢i ravninu ako ne duz kruznice?

Dakle, sam kruzni oblik horizonta ne dokazuje da je Zemlja okrugla!

RjesSenje problema br. 18.2. Gdje? Iza Arktickog kruga.

Kada? Oko 21. prosinca, kada se zimsko Sunce nakratko, u podne, pojavi svojim gornjim
rubom iznad horizonta, samo da bi odmah ponovno nestalo ispod njega.

Doista. Ovaj trenutak je ”jutro”, jer se podudara s izlaskom sunca; ali je i vecer, jer se
podudara sa zalaskom sunca.

Svakako je podne - podne - i, naravno, zora, jer zora traje dok Sunce jo$ nije izaslo
iznad horizonta.
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Dakle, to je "rano jutro, vecer, podne, zora”.

RjesSenje problema br. 18.3. Iz opisa problema znamo da su Ezopove noge jednake
7 inca (glava) + polovica duljine njegovog trupa.

Takoder znamo da je trup = duljina nogu + 7 inca, dakle, duljina nogu = trup minus
7 inca.

Dakle, duljina Ezopovih nogu jednaka je polovici duljine trupa plus 7 inca, ali je
istodobno jednaka duljini trupa umanjenoj za 7 inca.

Stoga, 1/2 trupa + 7 in¢a = trup - 7 inca, ili: trup je 14 inc¢a duzi od 1/2 trupa, pa je
1/2 trupa = 14 inca, a cijeli trup = 28 inca.

Zbrajajuéi duljinu glave i nogu (Sto zajedno = trup, tj. 28 inca), dobivamo Ezopovu
visinu: 56 inca, ili 2 ar8ina.

RjesSenje problema br. 18.4. Dovoljno je odvojiti samo tri karike iz jednog od pet

lanaca, a zatim njima spojiti preostala Cetiri lanca.

RjeSenje problema br. 18.5. Postoji samo jedno rjeSenje ovog problema:

55

— 4+ 5 =16.

5
RjesSenje problema br. 18.6. Debljina sloja mesa tresnje jednaka je polumjeru kostice,
§to znaci da je polumjer tresnje dvostruko veéi od polumjera kostice, odnosno da je njezin
promjer dvostruko veéi od promjera kostice.

Stoga je volumen tresnje 2 - 2 - 2 = 8 puta veéi od volumena kostice.
Volumen mesa tresnje stoga je 8 - 1 = 7 puta veéi od volumena kostice.

Rjesenje problema br. 18.7. Opseg velike dinje (72 cm) je 24/20, odnosno 1,5 puta,
vedi od opsega manje dinje (60 cm).
Omjer promjera velike dinje i promjera manje dinje takoder je 1,2.
Njezin volumen je veli za
1 .1 .1 6-6-6 216
1=-1= 1= = ==
5 5 5 5.5-5 125

Ako manja dinja kosta 25 rubalja, tada veéa mora kostati 25 - 216/125 = 216/5 = 43
rublje i 20 kopejki.

Medutim, dinja kosta samo 40 rubalja.
Jasno je da je isplativije kupiti veéu dinju nego manju.
Rjesenje problema br. 18.8. Zeljeni ¢ep ima oblik prikazan ovdje na slici.

Njime mozete zacepiti kvadratnu, okruglu ili kriznu rupu.

RjeSenje problema br. 18.9. Model od 1 kilograma puno je visi od case jer je -
neocekivano - visok 1 1/2 metral
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Masa modela je 8 000 000 puta manja od mase tornja, pa je, uz pretpostavku da su
model i toranj gradeni od istog materijala, i njihov volumen u istom omjeru.

Stoga je visina modela manja od visine tornja u omjeru ¢iji je kub 8 000 000 taj broj je
200, jer 200 - 200 - 200 = 8 000 000.

Dijeljenjem visine Eiffelova tornja, 300 metara, s 200 dobiva se 1 1/2 metra.

Rezultat je prili¢no ¢udan.

Zeljezni predmet visok 1 1 /2 metra tezi samo 1 kilogram!

To se objasnjava ¢injenicom da je Eiffelov toranj, unato¢ svojoj velikoj veli¢ini, neobi¢no
lagana gradevina.

RjesSenje problema br. 18.10. Zagonetka se objasnjava ¢injenicom da je jedan kraj
trake prije lijepljenja na drugi kraj bio jednom zavrnut.

Lako je eksperimentalno vidjeti da to stvara petlja, a puzeéi po njoj, muha moze kruziti
s obje strane bez da ikada prede preko rubova.
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19. Deset razlicitih zadataka

19.1. Tko ima najvise?

Dvoje ljudi je sat vremena brojalo sve ljude koji su prolazili pored njih na plo¢niku.

Jedan od brojaca stajao je na vratima kuée, dok je drugi hodao naprijed-natrag po
plo¢niku.

Tko je prebrojao najvise?

19.2. Godine mog sina

Moj sin je sada tri puta mladi od mene.
Ali prije pet godina bio je etiri puta mladi od mene.

Koliko sin ima godina?

19.3. Natjecanje

Dvije jedrilice natjecu se tko ¢e preploviti 24 milje do mjesta A i natrag u najkracem
vremenu.

Prvi je brod plovio cijelu udaljenost ujedna¢enom brzinom od 20 milja na sat; drugi je
brod plovio tamo brzinom od 16 milja na sat, a natrag brzinom od 24 milje na sat.

Prvi je brod pobijedio u utrci, iako se ¢inilo da je drugi brod trebao zaostajati za prvim
brodom na putu prema tamo toc¢no isto koliko je vodio na povratku, te je stoga stigao
u isto vrijeme kao i prvi.

Pa zagto je kasnio?

19.4. Na rijeci i jezeru

Vesla¢ veslajuéi niz rijeku prelazi udaljenost od 5 milja za 10 minuta.
Vracajuéi se, vesla istu udaljenost za sat vremena.
Stoga, pod zadanim uvjetima, vesla 10 milja za 1 sat i 10 minuta.

Koliko bi mu vremena trebalo da vesla 10 milja u mirnoj vodi jezera?

19.5. Od Enska do Iksograda

Plovedi uz struju, parobrod putuje brzinom od 32 kilometra na sat; ploveéi protiv struje,
samo 24 kilometra na sat.

Putovanje od mola Ensk do mola Tksograd traje pet sati manje nego povratno putovanje.

Koliko je udaljen Ensk od Tksograda?
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19.6. Meko kuhana i tvrdo kuhana

Domacica je skuhala pet jaja: dva tvrdo kuhana i tri meko kuhana pri ¢emu je zaboravila
znaciti koja su jaja tvrdo kuhana, a koja meko kuhana, te ih je posluzila na istom
tanjuru.

Nasumic¢no birate dva jaja s tanjura.

Bi li se isplatilo kladiti se u jednu rublju protiv pet da ¢éete dobiti oba tvrdo kuhana
jaja?

19.7. Kocke

Dana je kocka ¢ije strane su oznacene brojevima/tockama 1,2, ..., 6.

Petar se kladi da ¢e, ako baci kocku ¢etiri puta zaredom, kocka pasti na 1 pri sva ¢etiri
bacanja.

Vladimir se, medutim, kladi protiv njega: tvrdi da se broj 1/tocka ili uopée ne ée pojaviti
u sva Cetiri bacanja ili ¢e se pojaviti vige puta.

Tko ima vece Sanse za pobjedu?

19.8. Sedam prijatelja

Jedan gradanin imao je sedam prijatelja.

Prvi ga je posjetivao svake veceri, drugi svake druge veceri, trec¢i svake treée veceri,
cetvrti svake cetvrte veceri i tako dalje, sve do sedmog prijatelja, koji se pojavljivao
svake sedme veceri.

Koliko se ¢esto dogadalo da se svih sedam prijatelja okupi u kué¢i domacina iste veceri?

19.9. Nastavak prethodnog

U vecerima kada bi se okupilo sedam prijatelja, domacin bi ih pocastio vinom, a oni bi
se u parovima kucnuli ¢aSama.

Koliko su se puta ¢ase kucnule u takvim vecerima?

19.10. Osnivanje Kartage

Postoji sljedeca legenda o osnivanju drevnog grada Kartage.
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Didona, kéi tirskog kralja, izgubivsi muza, kojeg je ubila ruka njezina brata, pobjegla
je u Afriku i iskrcala se s mnogim stanovnicima Tira na njezinoj sjevernoj obali.

Tamo je od numidskog kralja kupila onoliko zemlje koliko bi ”volovska koza zauzela”.

Nakon Sto je posao sklopljen, Didona je volovsku kozu izrezala na tanke trake i, zah-
valjujuéi tom triku, ogradila komad zemlje dovoljan za izgradnju tvrdave.

Tako je, navodno, nastala tvrdava Kartaga, oko koje je kasnije izgraden grad.

Pokusajte izra¢unati, prema ovoj legendi, povrsinu koju zauzima tvrdava, pretpostav-
ljajuéi da volovska koza ima povrsinu od 4 ¢etvorna metra, a Sirina traka na koje ju je
Didona izrezala uzeta je kao jedan milimetar.

19.11. RjeSenja zadataka od 19.1. - 19.10.

RjesSenje problema br. 19.1. Oba su izbrojala isti broj prolaznika.

Doista, iako je onaj koji je stajao na vratima izbrojio ljude koji su prolazili u oba smjera,
onaj koji je hodao prosao je pokraj dvostruko vise ljudi.

RjeSenje problema br. 19.2. Ako je sin sada tri puta mladi od svog oca, tada je otac
stariji za dva puta viSe od svoje dobi.

Prije pet godina, otac je, naravno, takoder bio stariji od svog sina za dvostruko vise
nego §to je sin sada star.

S druge strane, buduéi da je otac tada bio ¢etiri puta stariji od svog sina, tada je bio
stariji za tri puta viSe od svoje tadasnje dobi.

Stoga je dvostruka sinova sadagnja dob jednaka trostrukoj njegovoj prijasnjoj dobi, ili -
ekvivalentno - sin je sada 1 1/2 puta stariji nego $to je bio prije pet godina.

Iz ovoga je lako vidjeti da je pet godina polovica sinove prijasnje dobi; stoga je prije pet
godina sin imao 10 godina, a sada ima 15.

Dakle, sin sada ima 15 godina, a otac 45.

Doista: prije pet godina otac je imao 40 godina, a sin je imao 10, tj. Cetiri puta vise od
svoje dobi.

RjeSenje problema br. 19.3. Drugi je brod zakasnio jer je vrijeme koje je ustedio na
povratku bilo manje od vremena koje je izgubio na putu prema tamo.

Doista, brzinom od 24 milje na sat putovao je 24/24 = 1 sat, a brzinom od 16 milje na
sat, 24/16 = 1,5 sati. Stoga je na putu tamo izgubio viSe vremena nego $to je dobio na
povratku.

RjesSenje problema br. 19.4. Veslac se kre¢e nizvodno brzinom od pola milje u minuti,
a uzvodno brzinom od 1/12 milje u minuti.

Brzina nizvodno jednaka je brzini vesla¢a u mirnoj vodi uveéanoj za brzinu struje, a
brzina uzvodno jednaka je brzini veslaca umanjenoj za brzinu struje.

Stoga je 1/2 + 1/12, tj. 7/12 milje u minuti, podijeljeno s 2 (7/24 milje u minuti), prava
brzina veslaca.

Stoga ¢e vesla¢ u mirnoj vodi prije¢i 10 milja za 10 : 7/24 = 34 2/7 minuta.

Uobicajeni odgovor - da ¢e veslac u jezeru prijeéi 10 milja za isto vrijeme kao i u rijeci,
buduéi da se gubitak brzine navodno ponistava dobitkom - potpuno je netocan (vidi
prethodni problem).
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Rjesenje problema br. 19.5. Ploveéi uz struju, parobrod prijede 1 verstu! za 3
minute; ploveéi protiv struje, 1 verstu za 4 minute.

Za svaku verstu, u prvom sluc¢aju, parobrod dobiva 1 minutu.

A buduéi da na cijeloj udaljenosti dobiva 5 sati, odnosno 300 minuta, slijedi da je
udaljenost od Enska do Iksograda 300 versti.

Doista: 300/15 - 300/20 = 20 - 15 = 5.

RjeSenje problema br. 19.6. Ako, radi lakSeg zapisivanja, prenumeriramo jaja, tada
imamo

Tvrdo kuhana Br.1 ...... k1
Tvrdo kuhana Br.2 ...... k2
Meko kuhana Br.1 ...... cl
Meko kuhana Br.2 ...... c2
Meko kuhana Br.3 ...... c3
Od ovih pet jaja moze se odabrati sljedeé¢ih deset parova:
k1 k2

k1l cl

k1 ¢2

k1l c3

k2 cl

k2 ¢2

k2 c3

cl c2

cl c3

c2 c3

Vidimo da se samo jedan par - prvi - sastoji od tvrdo kuhanih jaja; ostalih 9 ne daje
potrebnu kombinaciju.

To znaci da imate samo 1 od 10 moguénosti dobiti par tvrdo kuhanih jaja; u ostalih 9
od 10 slu¢ajeva gubite.

A ako ulozite 1 rublju, onda vag partner pobjeduje u 9 od 10 sluc¢ajeva, pa bi za ravno-
pravnu okladu trebao uloziti 9 rubalja.

RjesSenje problema br. 19.7. Nakon ¢etiri bacanja, broj svih moguéih polozaja koc-
kice je 6 - 6 - 6 - 6 = 1296.

Pretpostavimo da je prvo bacanje veé izvrseno, i da je bacen jedan bod.

Zatim, u sljedeca tri bacanja, broj svih moguéih pozicija povoljnih za Petra (tj. bilo koji
broj bodova osim jednog boda) je 5 - 5 - 5 = 125.

Sliéno tome, postoji 125 moguéih polozaja povoljnih za Petra ako se jedan bod baci
samo na drugom, treéem ili ¢etvrtom bacanju.

Dakle, postoji 125 + 125 + 125 4 125 = 500 razlicitih moguénosti da se jedan bod
pojavi jednom i samo jednom u Cetiri bacanja.

! Versta je zastarjela ruska jedinica za duljinu. Versta je jednaka 1,0668 kilometara (3500 stopa).
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Broj nepovoljnih moguénosti je 1296 - 500 = 796 (buduéi da su svi ostali slucajevi
nepovoljni).

Vidimo da Vladimir ima vece 8anse za pobjedu (796 prema 500) od Petra.

RjeSenje problema br. 19.8. Lako je vidjeti da se svih sedam prijatelja moze sastati
samo onoga dana ¢iji je redni broj djeljivs 2, 3,4, 5,61 7.

Najmanji od tih brojeva je 420.
Stoga su se svi prijatelji sastali samo jednom svakih 420 dana.

Rjesenje problema br. 19.9. Svaki od osam gostiju (domaéin i sedam prijatelja)
kucne ¢aSama s ostalih sedam; stoga je ukupan broj parova od po dvije ¢age 8 - 7 = 56.

Medutim, svaki par je brojan dva puta (primjerice, treé¢i gost s petim i peti s treéim
racunali su se kao razli¢iti parovi).

Stoga su ¢ase kucnuli 56/2 = 28 puta.
RjesSenje problema br. 19.10.

Ako je povrsina volovske koze 4 ¢etvorna metra, odnosno 4 000 000 ¢etvornih milimetara,
a §irina remena 1 milimetar, tada je ukupna duljina izrezanog remena (vjerojatno ga
je Didona izrezala iz koze u spiralu) 4 000 000 milimetara, odnosno 4 000 metara ili 4
kilometra.

Takav remen moze obuhvatiti kvadratnu povrsinu od 1 ¢etvornog kilometra
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20. Opticke iluzije

20.1. Dva luka

Ovaj crtez prikazuje dva luka, svaki s kratkim crticama.

Koji je luk zakrivljeniji: gornji ili donji?

-
.

Koji je dulji?

20.2. Tri trake

Koja je od tri papirnate trake prikazane na slici najduza?

20.3. Dva broda

Na slici su dva broda: parobrod i jedrenjak.

Koji ima dulju palubu?
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Jesu li palube jednake?

20.4. Gdje je poloviste?

Ucenika su pitali gdje se nalazi poloviste visine ovdje nacrtanog trokuta.

Ucenik je pokazao na tocku oznaCenu crticom na slici. Po njegovu misljenju, to je
poloviste visine.

Ispravi to okom, a zatim to i sam provjeri s komadom papira.

20.5. Dva pravokutnika

Ucenik je nacrtao dva pravokutnika i precrtao ih pravcima. Tvrdio je da su ti pravokut-
nici sukladni.

Zasto je mislio da su sukladni?

20.6. Sesir stranca

Ucenik je nacrtao dva pravokutnika i precrtao ih pravcem kao na slici.
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Ucenik tvrdi da su pravokutnici sukladni.

Sto nije u redu?

20.7. Produljite pravac

Ako produljite pravac a na slici, gdje ¢e presjeéi: iznad tocke C ili ispod?

Ako produljite pravac a na slici u kojoj tocki ¢ée presjeéi pravac b? U tocki C ili iznad
ili ispod tocke C?

a

20.8. Koja je duzina najdulja?

Koja je od duzina AB,CD i EF najdulja?
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20.9. Hoce 1i stati?

AQB

-

Usporedite duzine AB,CD i EF

Hocée li prikazani krug stati izmedu AB i CD (v.sl.)?

20.10. Dva kruga

C D

Na slici vidite dva zasjenjena kruga, koji se ¢ine sukladni.

Ali nakon 8to izoStrite oko s prethodnim vjezbama, sigurno se ne ¢ete dati prevariti.

Stoga ne ¢ete imati problema s odgovorom na pitanje: Koji je krug veéi?

20.11. RjeSenja zadataka od 20.1. - 20.10.

RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.
RjesSenje problema br.

Rjesenje problema br.

20.1. Oba luka su ista.

20.2. Sve trake su iste duljine.

20.3. Palube oba broda prikazane su jednake duljine.
20.4. Poloviste je ispravno naznaceno.

20.5. Jer su stvarno jednaki.

20.6. Nema grjeske: Sesir je opisan kvadratom.

20.7. Pravac a sijece pravac b u tocki C.

20.8. Sve tri duzine su iste duljine.

20.9. Krug ne ¢e stati.

20.10. (Problem sa zamkama). Krugovi su podudarni.
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Biljeska o autoru

Jakov Isidorovi¢ Perelman (1882.-1942.)
bio je poznati ruski i sovjetski pisac,
matematicar, fizicar i astronom koji je
proslavio popularnu znanost. Roden je u Bi-
alystoku - Carska Rusija, a danas je to u
Poljskoj. Umro je u opkoljenom Lenjingradu.
Nikada nije bio znanstvenik u pravom smislu
te rijeci.

‘| Nije napravio nikakva znanstvena otkrica,
nije imao titule ni matematicke diplome.
Medutim, cijeli je svoj zivot posvetio
znanosti.

" Nikada se nije smatrao piscem. Ali nje-
| gove su knjige objavljivane u tako ogromnim
nakladama da bi im ¢ak i najuspjesniji pisac
zavidio. Paradoks nesumnjivo!

A da bismo ga razumjeli, moramo poceti ispocetka.

X %k %k %k Xk

U bivSem provincijskom gradu Bialystoku, u kasnu jesen ili ranu zimu - jo$ jedan
paradoks! - 1882. godine, u obitelji skromnog ra¢unovode u tvornici tkanina roden je
drugi sin, Jakov. Obitelj je unajmila mali stan i, s oevom bijednom pla¢om, jedva je
spajala kraj s krajem. Ubrzo je otac umro, a cijeli teret uzdrzavanja i odgoja sinova pao
je na majcina ramena.

Sitna, krhka uciteljica u osnovnoj Skoli obavila je taj zadatak s uistinu herojskom
vjestinom. Samo zahvaljujuéi njezinom trudu i brizi, prvo najstariji sin, Osip, a zatim i
Jakov, uspjesno su diplomirali na Realnoj skoli u Bialystoku, a kasnije i na Sumarskom
institutu u Sankt Peterburgu.

Ali nisu postali Sumari. Osip, odabravsi pseudonim ” O. Dymov”, stekao je znatnu slavu
kao modni pisac i duhoviti kolumnist. Jakov, ¢uvajuéi obiteljsko prezime netaknutim,
na kraju je postao briljantan popularizator znanosti.

Njegov prvi izlet u ovo plemenito podrucje dogodio se 1899. godine, kada Jakov
Isidorovi¢ jos nije imao sedamnaest godina. Njegov esej ”O ocekivanoj vatrenoj kisi”
objavljen je u novinama Grodno Gubernskie Vedomosti. U njemu se mladi i nepoznati
autor usudio upustiti u Zustru raspravu s izvjesnim majstorom koji je tvrdio da ¢e ”doéi
kraj svijeta” u studenom 1899. Perelmanov ¢lanak zauzimao je tri velika stupca i os-
tavio je snazan dojam. Stovise, dobro odabrani format neformalnog razgovora uspjesno
je kombiniran s preciznim izra¢unima, zivopisnim usporedbama i povijesnim digresi-
jama.

Tako je prvi put isprobao stil koji ¢e kasnije postati potpis Jakova I. Perelmana.
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Veé kao student Sumarskog instituta, Jakov je poceo pridonositi ¢asopisu ”Priroda i
ljudi”. Tamo je radio gotovo sedamnaest godina. Tijekom tog vremena, vise od petsto
njegovih eseja, ¢lanaka i biljeski objavljeno je na stranicama ¢asopisa. Velik dio onoga
§to je objavljeno u Casopisu kasnije se nagao u njegovoj prvoj knjizi ”Zabavna fizika”.
Objavljena je 1913. Ni autor ni izdava¢ nisu mogli zamisliti da ¢e knjiga imati tako
zapanjujuci uspjeh.

U meduvremenu, zivopisni kaleidoskop originalnih paradoksa, raznolikih ¢injenica i ne-
zaboravnih primjera koje je Perelman stvorio na svojim stranicama doslovno je otarao
Citatelje.

Znanstvenici i edukatori, a da ne spominjemo obiCne C¢itatelje, natjecali su se u
hvaljenju ”Zabavne fizike” i zahtijevali su nove knjige. Pojavili su se: ”Zabavna
geometrija”, ”Zabavna aritmetika”, ”Zabavna algebra”, ”Zabavna astronomija”,
”Zabavna mehanika”, kao i ”'Trikovi i zabava”, ” Fizika na svakom koraku”, ”Zagonetke
i zanimljivosti u svijetu brojeva” i tako dalje - ukupno vise od stotinu naslova. Ukratko,
cijela popularno-znanstvena knjiznica.

I ovo je jos jedan paradoks: s tako ogromnim pothvatom - a rad potreban za stvaranje
knjiga nesumnjivo je bio titanski - Perelman je uspio uciniti milijun drugih stvari.

Predavao je, stvarao nove nastavne planove i programe, uredivao Casopise, sudjelovao
u znanstvenim drustvima i stalno drzao predavanja. Perelman je takoder imao mnogo
drugih fascinantnih pothvata iza sebe. Primjerice, dok je radio na petrogradskoj ” Kon-
ferenciji o posebnim gorivima” 1916.-1917., bio je prvi u Rusiji koji je predlozio pomi-
canje kazaljki sata za sat vremena unaprijed kako bi se ustedjelo gorivo, sto je odmah
provedeno.

Pocetkom 1930-ih, Perelman je razvio dizajn prve sovjetske rakete protiv tuce. A
sredinom 1930-ih, osmislio je i, zajedno s istomisljenicima, stvorio izvanredan muzej
- ”Kuéu zabavne znanosti”. Opce je poznato da je svaka izlozba koja drzi do sebe pre-
puna znakova upozorenja: ”Drzite ruke dalje!”, ”Ne priblizavajte se ogradi!” Ovdje je,
medutim, bilo suprotno - mogli ste dodirivati stvari, okretati ih ovako i onako, ¢ak i
pokusati ih slomiti ako je moguce; ukratko, bili ste temeljito angazirani s eksponatima,
od kojih je ve¢ina dosla iz Perelmanovih knjiga o matematici, fizici i astronomiji.

Muzej je sadrzavao neke uistinu jedinstvene predmete, a i neke sasvim obi¢ne. Ali ¢ak
su i oni zadivljivali posjetitelje svojim moguénostima. Primjerice, jednostavne trgovacke
vage mogle su lako pogoditi bilo koji broj ili ime koje biste mogli smisliti.

Cak je i bife u Kuéi zabavne znanosti bio opremljen raznim neobiénostima. Uz obi¢ne
¢ase, tanjurice i zli¢ice, bilo je i ”perelmaniziranog” posuda. Iz boce koja je stajala u
usitnjenom ledu tocio se kipudéi ¢aj, a zli¢ica se topila brze od Seéera koji je mijesala.
Tek kasnije zapanjenim posjetiteljima objasnjeno je da je boca Dewarova tikvica (naj-
naprednija termosica), a zlica je izradena od Woodove legure koja se topi na 68 stupnjeva
Celzija.

Muzejska zbirka stalno je rasla. Organizatori su se pripremali za otvaranje novih dvo-
rana. Ali njihovi planovi su propali - zapoceo je Drugi svijetski rat. Muzej je stradao
tijekom opsade. Njegov osnivac, nazalost, podijelio je sudbinu svoje zamisli.

Jedan od kratera na Mjeecu nazvan je po Jakovu Perelmanu.

Covijeku koji nikada nije bio znanstvenik i nikada se nije smatrao piscem.



